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Slovo Giivodem

Hydrodynamika ma v astronomii vysadni postaveni. Dovoluje nam fyzikalné popi-
sovat jevy v jejich slozitosti a Gplnosti, a umoznuje nam tak proniknout k podstaté
véci. Pokud néas jako nejzassi cil zajimé vznik planety Zemé — ktery ovSem tzce
souvisi se vznikem a vyvojem centralni hvézdy, ostatnich planet, asteroidiu i ko-
met, jejich vzadjemnymi srazkami, interakcemi s meziplanetarnim plynem, prachem
a zarenim, atd. — bez hydrodynamiky se prosté neobejdeme.

Ucebnice Hydrodynamika v astronomii je ur¢itym pokracovanim Fyziky sluneéni
soustavy (vydané v roce 2013), ale zde se zabyvame obtiznéjsimi problémy a pokro-
c¢ilejsimi metodami. Zakladem jsou pojednani o protoplanetarnim disku, srazkach
asteroidl a vedeni tepla, coz jsou tulohy, na nichz se mizeme dobfe naucit eule-
rovskému i lagrangeovskému popisu, a také vicero numerickym metoddm (FDM,
FVM, FEM nebo SPH).

Uvédomme si jiz nyni, ze nas cekaji opravdu zdsadni obtize. Vyjadfeno ctyr-
mi slovy: i) turbulence, ii) nevratnost, iii) chaos a iv) stochasticita. Vicero slovy:
hydrodynamické rovnice vykazuji nékolik nevyhnutelnych nestabilit, které se pro-
jevuji jako turbulence. Procesy jako srazky téles jsou termodynamicky nevratné,
¢ili rovnice nelze integrovat zpét v case; méreni pocatecnich podminek v c¢ase t = 0
— ktery ani nezname a priori — je zhola nemozné. I v jednoduchych systémech
N téles vznikd deterministicky chaos, ovliviiujici vyvoj celého systému. A konecéné,
nekteré udélosti jsou ziidkavé a bud nastanou, nebo ne; uvazit ovSem musime obé
moznosti.

Podékovani za spolupraci v poslednich letech patii pfinejmensim: Davidovi Vo-
krouhlickému, Toméasovi Zemanovi, Toméasovi Turkovi, Martinovi Cholastovi, Vac-
lavu Spackovi, Zdenku Bardonovi, Josefu Durechovi, Josefu Hanugovi, Martinovi
Lehkému, Ondieji Chrenko, Pavlovi Seveckovi, Jakubovi Rozehnalovi. V této uceb-
nici jsme uplatnili poznatky ziskané pii feseni projektti Grantové agentury CR
(P209/13/01308S) a Technologické agentury CR (TA 03011171).






Oznaceni velicin

Vzhledem k velikému poctu fyzikdlnich veli¢in, které jsou v knize pouzité, neni
jejich oznaceni bohuzel unikatni. V jednotlivych kapitolach je ovSem vyznam patrny
z kontextu. Kromé veli¢iny je v tabulce uvedena jednotka v soustavé SI, i kdyz

v praxi mize byt obvykla jednotka jind (cgs, arcsec, pc, apod.).
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mérna energie

parametr umélé viskozity
koeficient teplotni roztaznosti
derivace Coriolisova parametru
parametr umélé viskozity
systemicka rychlost
adiabaticky index

hranice oblasti

Christoffeltiv symbol

Diracova distribuce
Kroneckerovo delta

¢asovy krok

prostorovy krok

deformace

emisivita

aktivacni mez

mérny vykon

mérny vykon neutrin

mérny vykon termonuklearnich reakci
tenzor rychlosti deformace
tenzor deformace
Leviho—Civituv symbol
parametr excentricity
Minkowskiho tenzor

thel od osy

integralni opacita
monochromatickéd opacita
monochromaticka opacita
monochromatické opacita pro absorpci
monochromatickad opacita pro rozptyl
Planckova opacita
Rosselandova opacita



Oznadeni veli¢in

A m vlnova délka

A rad prava délka

A Pa Laméova konstanta

o rad stredni délka epochy

Alim 1 limiter toku

A m~2 kosmologické konstanta
A operator A iteraci

0 1 stfedni molekulovd hmotnost
1 1 smérovy kosinus

1 1 funkce stinéni

1 Pa Laméova konstanta

1 m3 52 soucin Gm

11 kgm~'s! dynamicka viskozita

12 kgm~'s! dynamické objemova viskozita
Hvac NA—2 permeabilita vakua

v Hz frekvence

v m?s~! kinematicka viskozita

v 1 funkce viditelnosti

v 1 Poissoniiv pomér

T 1 Ludolfovo ¢islo

w rad délka pericentra

IL;; m®s 2kg™! uméla viskozita

P kgm™3 hustota

Pe kgm™3 kriticka hustota

Pd kgm™3 hustota prachu

Pm kgm™3 hustota hmoty

Prel kgm™3 hustota zafeni a neutrin
PA kgm™3 hustota temné energie

Ps kgm™3 hustota, ¢stic

PO Cm™3 nabojova hustota

o Pa napéti

o kgm™3 plosné hustota

oo Q tm! elektricka vodivost

osB Wm 2K Stefanova—Boltzmannova konstanta
0ij Pa tenzor napéti

T S Casova skala

T 1 optické tloustka

T, 1 monochromatické optické tloustka
10) rad azimutalni thel

10) 1 konformni faktor

P12 1 normalizovany profil ¢ary
oG 1 Gaussuav profil

oL 1 Lorentziv profil

%) rad zemeépisna sirka
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Oznadeni veli¢in
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Oznadeni veli¢in

dN 1 diferencialni rozdéleni

D m prameér

D 1 poskozeni

e 1 excentricita

e 1 bazovy vektor

E J energie

E Pa Youngiiv modul pruznosti
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f12 1 sila oscilatoru

fc rads™! Coriolistiv parametr

fr ms2 objemové zrychleni

F W m—2 ozareni

Fn Wm 25! Fourierova transformace ozareni
F N sila

q 1 statisticka vaha
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ik kovariantni metricky tenzor
g'* kontravariantni metricky tenzor
G m?s 2kg™* gravitacni konstanta

g m2g! slozka z mérného momentu hybnosti
Gr 1 Grashofovo ¢islo
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h Js7! Planckova konstanta
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H vyskova skala

H 1 Heavisidova skokova funkce
H Wm~—?2 druhy moment intenzity

H s71 Hubblv parametr
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i prostorovy index

I Wm2Zsr! integraln{ intenzita

I, Wm2sr 'm~! monochromaticka intenzita
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1, m? kvadraticky modul priifezu
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Oznadeni veli¢in
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n m~3 koncentrace
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n m normalova soufadnice
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n 1 normala

N 1 pocet

N Hz Bruntova—Viisildova frekvence
N; 1 bazové funkce

N(>x) 1 kumulativni rozdéleni

\Y m~! operator gradientu (nabla)
0 m obvod

P 1 pravdépodobnost

Pesc 1 pravdépodobnost tiniku
P S perioda

P Pa tlak

Piag Pa tlak zareni

Pr 1 Prandtlovo ¢islo
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1 Hydrodynamika
protoplanetarniho disku

Majic urcitou predstavu, ze ve vesmiru existuji hvézdy a okolo nich plynoprachové
disky (Broz a Solc 2013), zkonstruujeme zde pomérné tplny fyzikalni model tohoto
disku. Budeme pritom postupovat ,opac¢né nez kolega Komensky“, ¢ili od slozitého
k jednoduchému. SepiSeme nejprve vSechny relevatni rovnice, abychom je vidéli
v celé krase, a teprve poté budeme diskutovat jednoduché situace.

Disk si budeme ptedstavovat jako spojité prostredi, coz je velmi vyznamné,
nicméné obvyklé zjednoduseni plynu, respektive plazmatu (obsahujiciho ionty, elek-
trony i neutraln{ atomy a molekuly). Umozni ndm to pro fyzikdlni veli¢iny pouzivat
diferencovatelné spojité funkce.

1.1 Magnetohydrodynamika s pfenosem zareni, Euleruv popis

Pro popis zvolime Euleruv formalismus, tzn. statického pozorovatele, ktery sleduje
proudéni plynu okolo. Fyzikalni zédkony, které nam popisuji vyvoj hustoty p dis-
ku, rychlosti v atd. od néjakého — zatim neznamého — pocatecniho stavu, jsou
nésledujici. Rovnice kontinuity (neboli zdkon zachovani hmoty, napf. v jednotkéach
kgm—3s71):!

derivace f(r,t)

ziedéni
a ——
EJrV Vp=—pV-v, (1)

Navierova—Stokesova rovnice pro tekutiny (téz pohybova, ms~2):

Lorentz

gravitace viskozita
ov ~ =1
—+v- va—fVP Vo 4-— (V x B) ><B+ [Ve1Vv + V(pa+3 1) Vov]
8t p Mvac p
(2)
rovnice tepelné rovnovahy (1. véta termodynamicka, Jm=—2s71):
konvekce ziedéni prace emise absorpce ozafeni difuze

U —— —— —— /—’% | e e
— 4+v-VU=-UV.v—PV. v—rppy T4 4 kippcBog — V- B +V - KVT,

ot
(3)

1 pro pripomenuti, operator gradientu jest V = ( 9 0 0 ), divergence V- (tj. skaldrni sou-

dz’ dy’ 0z
¢in), rotace VX (vektorovy souéin); méjme na paméti jejich ¢eské vyznamy: stoupédni, rozbihavost
a stadeni, jez mohou pochopeni rovnic napomoci; viz téz dodatek A
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

rovnice prenosu zaieni (Jm=3s71):2
difuze emise absorpce
—— — R
6Erad CAlim (o)
=V- V Ey, =T — Erad 4
ot o p d +/‘€PP4 KppCLyad (4)
indukéni rovnice (Ts™1):3
advekce difuze
0B
E:VX(VXB)‘FV'WmagVBv (5)
Poissonova rovnice (Jkg™ ' m~2):
GM,
V2¢disk = 4T[GP» d=— r + (I)planet + (I)disk 3 (6)
stavova rovnice pro ideédlni plyn (Pa):
P=(-1)U=——kT, (7)
pmu

rovnice pro tok zafeni od hvézdy (véetné zeslabovéni opacitou prachu a plynu;

Js im=2):
RN\? _. v
F*://BV(T*) — e ™ dvdw, 7'1,2/ Kypdr. (8)

Zmaceni veli¢in je standardni: ¢ Cas, r polohovy vektor, p hustota, v rychlost,
U vnitini energie plynu (na jednotku objemu), Fy.q hustota energie zafeni, B mag-
netické pole, ® gravitacni potencial, P tlak, T' termodynamicka teplota, F} zafivy
tok (od hvézdy), p1 dynamicka (prvni) viskozita, ps dynamickd objemova visko-
zita, kp Planckova opacita, kg Rosselandova opacita, o Stefanova—Boltzmannova
konstanta, ¢ rychlost svétla, K tepelnd vodivost, A, limiter toku, 7mae magne-
tickd difuzivita (nepfimo tmeérnd vodivosti og a magnetické permeabilité fiyvac),
G gravitacni konstanta, I' adiabaticky index, u stfedni molekulova hmotnost plynu,
my hmotnost atomu vodiku, k£ Boltzmannova konstanta, B, Planckova funkce (pro
intenzitu), v frekvence, w prostorovy thel, T efektivni teplota hvézdy, R, jeji po-
lomér, 7, optické tloustka, x, monochromatickd opacita.

Jedné se o soustavu 10 nelinedrnich parcialnich diferencialnich rovnic druhého
fadu (plus 3 algebraickych), jez obsahuji 13 nezndmych funkei (skalarnich): p(r,t),
v(r,t), U(r,t), Eyaa(r,t), B(r,t), ®(r,t), P(r,t), T(r,t), F.(r,t); které jsou zavislé

2 v difuzni aproximaci omezené tokem zareni

3 zahrnujici Maxwellovy rovnice a Ohmuv zakon pro kvazineutralni plazma
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Magnetohydrodynamika s pfenosem zareni, Euleriiv popis 1.1

na 4 nezavislych veli¢inach: r, t. Dale zde mame volné parametry: M,, R., Tk,
Mplane‘m M1, K2, 77mag7 My F7 a dané funkce (SIOéité7 ale da‘né): Rp (p? T)7 KR(/O’ T)7
Ku(Pa T)7 )\lim(Erad; VEﬂrad)a 71/("7 Ry, p)'

K jednotlivym rovnicim si dovolime nékolik , praktickych“ pozndmek. Rovnici (1)
je mozno rozumét intuitivné: méjme vlevo hustotu velkou a vpravo nulovou. Pokud
vektory rychlosti smétuji zleva doprava, budeme mit za chvili vpravo néjakou latku
(a vlevo nic, respektive to, co bylo vlevo od leva). Kladné rozbihavost rychlosti
V -v by pfitom odpovidala rastu (elementarniho) objemu dV, ¢ili zfedéni a poklesu
hustoty p.

V rovnici (2) vystupuje na pravé strané zejména gradient tlaku VP, neboli
makroskopicky projev elektromagnetickych sil mezi mikroskopickymi ¢asticemi ply-
nu. Predstavme si napiiklad, ze vlevo mame vyssi tlak, vpravo nizsi, tudiz na plose
rozhrani jsou dvé riuzné velké tlakové sily opacného sméru, které zpusobuji zrychleni
—-ivp.

P

Lorentziv ¢len odpovida klasickému vztahu F = g(E 4+ v x B), kde ovSem obecné
V = Viaboji 7 Vplynu! V Plazmatu je makroskopické elektrické pole E = 0 a hustotu
proudu j = pgv lze vyjadrit z Ampérova zakona fiyacj = V X B.

Viskézni ¢len se zde objevuje proto, ze mezi vrstvami tekutiny proudicimi rtz-
nymi rychlostmi vznikaji tfeci sily; sila na jednotku plochy se oznacuje jako napé-
t7 (s jednotkou Pascal). Pro obvyklé (newtonovské) tekutiny je pfitom tfeni imérné
rozdilu rychlosti, ¢ili p Vv. Napéti od vrstvy horni ma vSak opa¢ny smér nez od
dolni; teprve kdyz se jejich velikost méni (tzn. nenulovou 2. derivaci rychlosti),
vznik4 zrychleni %V -1 V.

Rovnice (3) jest obdobou (1), jen zde namisto hustoty hmoty p vystupuje hustota
energie U. Pak jsme museli dle 1. véty termodynamické (dU = —dW +dQ) pfipsat
mechanickou praci vykonanou plynem (—PdV) a vSechny zdroje tepla.

Skutecnost, ze pri emisi zareni hraje roli opacita, se muze zdat podeziela, ale to
je zpusobeno skutecnosti, ze emisni koeficient je za predpokladu lokalni termodyna-
mické rovnovahy dan Kirchhoffovym zakonem, j, = k, B,. V popisu stfedovaném
pres vSechny frekvence se pouziva opacita bud Planckova, tzn. stfedované pres hus-
totu zarivé energie, nebo Rosselandova, stfedovana pres zafivy tok, podle toho, jaky
jev pravé popisujeme.

Tok tepla je podle Fourierova zdkona imérny gradientu teploty, Preat = —KVT ,
nebot teplo tece z mista s vyssi teplotou do mista s nizsi teplotou. Pokud se tok navic
rozbiha (V-(i;heat je kladnd), déje se tak na tkor vnitini energie U, proto je vysledné
znaménko ¢lenu v (3) +. Toto plati obecnéji pro difuzi ¢ehokoliv, nejen tepla, ale téz
zafeni, ¢astic, magnetického pole. Kdybychom chtéli, lze ze (3) odvodit klasickou
rovnici vedeni tepla. Pro statickou pevnou latku by totiz bylo v = 0, p = konst.
(jde pak o parametr), téz V = konst. Stacilo by psét %—g = KV2T a pouzit jinou
stavovou rovnici, U = pcy T
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

V rovnici (4) neni advekce, protoze zifeni neni prendSeno plynem v podobé
Faq, nybrz prostiednictvim U. Emise a absorpce jsou zde pochopitelné s opa¢nym
znaménkem nez v rovnici (3), kterd se tyka plynu.

Gravitaéni potencidl v rovnici (6) je zaveden tak, Ze zrychleni @, = —V®.

Uvédomme si, ze vySe uvedené rovnice jsou velmi obecné! S vyjimkou kvantovky
a relativity v sobé zahrnuji (témé¥) celou klasickou fyziku, popisujici vétsinu jevii
v nasem okoli i ve vesmiru. Nicméné i tak musime byt obezfetni, protoze nékteré
¢leny jsou platné pouze ve stavu (lokdlni) termodynamické rovnovahy.

1.2 Vliv ¢&astic a dalsich fyzikalnich jeva

P1i numerickém feSeni rovnic mame vzdy omezené rozliSeni, coz si obvykle vynucuje
odligeni ,malych® pevnych ¢astic (prachu, balvant, planetesimél, planet) od plynu
(tzn. spojitého prostiedi).

Obcas musime pridat dalsi rovnice, respektive ¢leny v rovnicich, abychom postihli
,méné dilezité“ fyzikalni jevy, které vSak mohou byt v dané situaci (pro vysvétleni
urc¢itého pozorovani) zcela zdsadni, napiiklad:

0. neinercialni ¢leny, pokud bychom pracovali néjaké v neinerciadlni soutradnicové
soustavé, napriklad rotujici thlovou rychlosti Q:

odstredivé Coriolis
_—
Opcinercialnf = — §2 X (Q X r) —2Q X v, (9)

—

kde prvni ¢len je opravdu —Q3 x (3 xr) =Q x (rx Q) =rQ-Q—Q0-r=Q2%r,
podle vektorové identity ,bac minus cdb* (215);
1. pohyb ¢astic, jejich vzajemna gravitace:

GM;
a =3 -5, (10)

it

pro jejiz feseni je dobré pouzit symplekticky integrator. Pokud by ¢éastic bylo ob-
rovské mnozstvi, zavadéji se sledovaci ¢astice, reprezentujici vzdy ucitou skupinu
¢astic na podobnych trajektoriich;

2. vazba Castice <> plyn, skrzeva gravitaci a@gsstice = f disk —
tfeni dle Epsteinova nebo Stokesova zakona:

GdM
3

r, a aerodynamické

ARpstein = —Spur (U — V) pro D </, (11)

1
Stokes = —ECSp\u—v|(u—v) pro D >/, (12)

kde S oznacuje prurez ¢astice, D prumeér, C' koeficient odporu, vy termalni rych-
lost (plynu), u rychlost ¢astice, v rychlost plynu a ¢ stfedni volnou drdhu molekul
(plynu);
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Vliv &astic a dalsich fyzikélnich jevd 1.2

3. vzdjemné srazky castic, prislusna fragmentace nebo akrece, popsané relacemi
(M), S¥(M), pouzivaji se simulace Monte-Carlo nebo samostatna hydrody-
namika;

4. tlak zéfeni P,q = %aT‘l, P= Pga.s + Prag;

5. radia¢ni zrychleni, @,,q = %@rad, pri¢emz tok uz zname, (I)rad = c?}:;“ VE:ad;

6. viskézni ohiev, ¢ili §-3[Vv+(Vv)T], kde tenzor napéti § je tyz jako ve viskéznimu
¢lenu 1 oV S

7. re21st1vn1 ohfev, j-E = — 1 j = e (V x B)?, dle Ohmova a Ampérova zakona,
kde j oznacuje hustotu proudu a E elektrické pole;
8. anizotropni vedeni tepla a jeho saturace, V- Fpeat, Fheat = v +|F| F,.F= KHb(b

VT)+ K [VT —b(b-VT)], Fst = 5¢pcd, kde b = m, Cs = ,/F%—IPD oznaduje
rychlost zvuku a ¢ < 1 je volny parametr;

9. radiaktivni rozpad, pedecay(X,Y, Z), se zménami abundanci 2 W Zk

10. ¢asticova difuze, %—? =V-DVn, D = gﬁvT, kde n oznacuje koncentra(:l, D di-
fuzni koeficient, ¢ stfedni volnou drahu, vy termélni rychlost;

11. fazové premény, depozice plynu a sublimace pevnych ¢astic;

12. chemické reakce, pripadné jejich katalyzace zadfenim nebo povrchy;

13. Halluv jev, ¢li élen —V x (Lj x B) v indukéni rovnici (5) (Armitage 2010);

14. ambipolarni difuze, +V x ( - (J x B) x B) tamtéz, v ¥idSim prostredi, tj. pii
nizsi frekvenci srazek, se neutralm castice mohou pohybovat systematicky jinak
nez ionty, coz se projevi jako tteni, skrze koeficient v = (ov;) /(m; + my).

15. zmény ionizace a rekombinace, popsané rovnovaznou Sahovou rovnici:

3
X2 2m kT ?
ﬁne — (T[mm> e T (13)

kde X; oznacuje stupen ionizace, a x ionizacni energii atomu. Neptimo je ovliv-
néna i stavova rovnice prostiednictvim u(p, T, X,Y, Z) a tamtéz bychom méli
spravné zohlednit degeneraci elektronového plynu faktorem Ageg(p, T);

16. termonukledrni reakce vcetné ztrat energie neutriny, pepua(p, T, X, Y, Z) — pe,,
a odpovidajici rovnice pro zmény chemického slozeni (abundanci X vodiku, Y he-
lia a Z t&z8ich prvki, resp. jednotlivych izotopii):4

X s W o 0L _ga

—_— — —. 14
ot - o; 0 Ot a; Ot — ay, (14)

4 Po zahrnuti posledné jmenovanych jeva jiz miizeme pocitat cely vyvoj hvézd, véetné jedno-
rozmérné hydrostatické aproximace, konvekce, hvézdného vétru, trojrozmérné struktury, rotace,
magnetického dynama, pfipadnych vnéjsich vlivii (2qvoj«, Favojx ). Na druhou stranu je nutné pii-
pustit, ze nékteré jevy, naptiklad erupce, rekonexe, vyboje, resp. pohyb svazku ¢éstic, jsou natolik
nerovnovazné, ze predpoklad LTE bychom museli opusit a mj. bychom nesméli viibec pouzivat
teplotu 7', nybrz , divoké“ distribu¢ni funkce jednotlivych veli¢in.
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

Ctenaf se prectenim tohoto fadku vzdava jakéhokoliv naroku na tplnost vyétu. ..

1.3 Vztah Eulerova a Lagrangeova formalismu

Alternativné bychom mohli pouzit Lagrangeuv formalismus, tzn. souhybného po-
zorovatele, ktery se liné nechava unaset proudici tekutinou. Neznamé jsou pak tra-
jektorie (nekoneéného mnozstvi) bodu kontinua r(ry, t), respektive p(ro,t), v(ro,t),
apod. pro dalsi veli¢iny, vSechny zavislé na case t a ,indexované“ napiiklad poca-
te¢nimi polohami ry (v ¢ase ¢t = 0).

Namisto parcidlnich derivaci 2 a vlastné celych levych stran bychom uzili to-

ot
talnich < jejichz vztah plyne z derivace funkce ¢(r,t) dvou proménnych:

dt>
Lagrange 'Ui Euler
dp 0¢ = 0¢ 8 0¢
Z;
— = 1
at ot Tom ot o VO (15)
Polohy r 1ze posléze spocist z v jako:
t
r(ro,t) =rg +/ v(rg,t)dt (16)

to

V dalsim ztstaneme u naseho Eulera, nicméné je dobré tusit, ze existuji kédy
vyuzivajici Lagrange.® Vyhodou Lagrangeova popisu mj. je, Zze nemusime piedem
konstruovat (zbytecéné rozlehlou) fixni sit bodu, zvlast kdyz pfedem nevime, kam se
body kontinua dostanou. Opac¢né feceno, vyhodou Eulerova popisu je, pokud nés
eminentné zajimé jen omezena oblast prostoru, nepocitame zbytecné trajektorie,
které stejné skon¢i mimo ni.

1.4 Kelvinova—Helmholtzova nestabilita

Reseni hydrodynamick§ch rovnic vykazuji nékolik zasadnich nestabilit, z nichZ nej-
zékladnéjsi je Kelvinova—Helmholtzova. Vznika jiz ve velmi jednoduché situaci®:
dvé vrstvy nestlacitelné kapaliny, jedna proudici tam a druhé zpét, bez gravitace.

Z celé soustavy (1) az (6) ndm zistanou jen dvé ,o¢esané” rovnice:

0=V v, (17)
ov

o TV V= ”vp (18)

Jak vidime z numerického FeSeni (obr. 1), jednd se o vyznamny zdroj turbulence
neboli viri. Kvalitativné je mozno Tici, Ze sledujeme-li proudnice ve sméru —z, tak

5 Aby se Euler a Lagrange nepletli, je potfeba se podivat na jejich podobizny. Lagrange se zda
hubenéjsi a asketictéjsi, nebude mu tedy délat problém jit sledovat trajektorie. Naopak Euler je
na prvni pohled 77tlust& a hnej51“ ten se za zadnou cenu nikam se nepohne

22



Rayleighova—Taylorova nestabilita 1.5

nad kazdou vinkou jsou zhustené (jako nad kiidlem), kviili kontinuité je rychlost Vg
zdpornégjsi a tlak P mensi, nebot jediné, co mohlo tekutinu urychlit, Je 2 >0 (tj.
ostatné v naprostem souladu s Bernoulliho rovnici). Pod vlnkou je to presne naopak,

¢imz vzmka 2 <, vy kladné a vlnka roste. Neni mozno nevédét, ze viny na mori

jsou zpusobene pravé timto jevem.
U kazdé nestability bychom si méli také uvédomit, co omezuje jeji rtist. V tomto

pripadé je samoomezujici, velikost nejvétsiho viru je dédna pocatecnimi podminka-
mi a pfipadnymi dal$imi parametry problému (viskozitou, povrchovym napétim);
zaroven tézko muze byt vétsi nez okraj vypocetni domény.

t=0.3 t=07 t=6.0

IIIII |

x

density p

Obr. 1 — Vyvoj Kelvinovy—Helmholtzovy nestability z po¢atecni malé perturbace rozhrani. Po-
¢ateéni podminky (v bezrozmérnych jednotkéch): p1 = 1, po = 2, P1 = P> = 10, vi = (—1,0),

V2 = (+1,0). Okrajové podminky: vlevo a vpravo periodické, nahofe a dole 22 = 0, g;' =0,

= 0. Stavova rovnice v tomto pripadé odpovidala idealnimu plynu. Vypocet byl proveden

Bt
programem Pluto (Mignone aj. 2007) ve dvou rozmérech, v siti 100 x 200 bod.

Vertikalni st¥ihova nestabilita. V protoplanetarnim disku se rozviji zejména ve
svislém sméru, nebot v&tsi z znamend trochu vétsi » = /a2 + y2 + 22 od Slunce,

¢ili mensi keplerovskou rychlost vkep = /GM,/r nez v zékladni roving, coz vede
ke st¥ihu; proto se jinymi slovy nazyva vertikalni stfihova nestabilita (angl. VSI).

1.5 Rayleighova—Taylorova nestabilita
Pro vznik druhé, Rayleighovy-Taylorovy nestability je tfeba: hustsi nestlacitelna
kapalina nahorte, 1idsi dole, to vSe v gravitacnim poli. Pfislusné rovnice jsou:
0=V-v, (19)
ov 1
—+4+v-Vv=—-VP-Vo. 20
o T g (20)
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

t=3.0 t=55

t=1.5
2

1.5

&)
density p

0.5

-0.5 0 0.5

T

Obr. 2 — Vyvoj Rayleighovy—Taylorovy nestability z pocatecni malé perturbace rozhrani. Pro-
toze dochézi ke vzadjemnym pohybum tekutiny, nevyhnutelné se objevi i nestability Kelvinovy—
Helmbholtzovy. Pocateéni podminky: p1 = 2, po = 1, & = y, resp. g = —V® = (0,—1), P(y)
odpovidé hydrostatické rovnovaze, vi = v = (0,0). Okrajové podminky: vlevo a vpravo periodic-

ké, nahote a dole %% =0, % =0, % = 0. Stavova rovnice odpovidé idedlnimu plynu. Vypocet

programem Pluto ve dvou rozmérech, v siti 100 x 200 bod.

Nz

Vyvoji (obr. 2) je mozno rozumét nasledovné: jde o stav s vyssi energii, ktery samo-
volné piejde do stavu s nizsi energii a vy$si neusporddanosti (entropii). S ohledem
na Archiméduv zakon se tato nestabilita nazyva téz vztlakovd. Pokud bychom fesili
zaroven tepelnou rovnovéhu (3) a vidéli bychom transport vnitini energie, hovorili
bychom o konvekci.

Pii vyvoji nestability RT vzdy dochézi ke vzajemnym pohybtim tekutin, ¢ili se
nevyhnutelné objevi i nestabilita KH. Obé nestability (koufici komin) bézné kresli
déti v matetské skolce, rodice jim pouze zatajili, o¢ se jedna.

Nestabilitu obvykle omezuje az hranice (resp. okraj domény). V atmostéie byva
vytvarena prirozené teplotnim zvrstvenim ¢i zvratem.

Baroklinicka nestabilita. Jen trochu slozitéjsi variantou RT je nestabilita barokli-
nickd (Klahr a Bodenheimer 2003, Lesur a Papaloizou 2010), ve které mame kromé
kompresibilni rovnice kontinuity i difuzi vnitini energie a néjaky ohfev:

ap

at—f—v~V,o=—,oV-V, (21)
Ov 1

N v Vv=—-VP_Vd. 22
8t+v Vv pV \Y (22)
oUu .
E+V.VU:_Uv.y_PV-v+V~KVT—V~‘I>*T; (23)
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Magneto—rotacni nestabilita 1.6

jedna se evidentné o termodynamicky tepelny stroj, neustéle pohanéjici vifeni.
V protoplanetdrnim disku je podkritickd (lokalni) baroklinickd nestabilita (angl.
SBI) patrné hlavnim zdrojem turbulence.

Kvalitativné funguje takto: fluktuace posune bublinu plynu ,nahoru® (radialné,
proti ag), v okoli je (obvykle) nizsi P,, v bubliné se vidy udrzuje totéz P, = P,
nastédva viceméné adiabatickd expanze, pfi niz jak pp, tak Ty, klesaji (P o pT).
Pokud ale teplotni profil T, (r) klesé dostate¢né strmé, naptiklad proto, Ze prostiedi
je mizerné prthledné (k, velké), byva Ty, > To,, pp < po; profil je konvektivné
nestabilni. Bublina je baldn.

Nahote se ovSem okoli pohybuje jinou rychlosti viep1, bublina se proto posouva
whorizontalné*, ve sméru —é. Zde je ¢as na difuzi vnitini energie bubliny, ktera se
odevzda okoli, py,, T}, klesnou na droven p,, T,. Protoze si kontinuita a tlakovy c¢len
vynucuji dalsi pohyb, bublina pada zpét ,dolu“, dochazi k adiabatické kompresi,
pohybu ve sméru gﬁ, a prijimani tepla z okoli, ¢imz se cyklus uzavira.

V meteorologii se setkdvame s tymiz situacemi. V cyklénach nebo anticyklénéch,
roztocenych diky spoluptisobeni gradientu tlaku a Coriolisova zrychleni (viz Broz
a Solc 2013, str. 177), se chladny a teply vzduch vyskytuji takiikajic vedle sebe (roz-
hrani nazyvame fronty), pfi¢emz jejich rozpad byva zpusoben pravé baroklinickou
nestabilitou, kdyz chladny vzduch natece pod teply (fikdme, Ze nastala okluze).

1.6 Magneto—rotacni nestabilita

Treti nestabilita, magneto-rota¢ni (Balbus a Hawley 1991, angl. MRI) vyzaduje
prinejmensim toto nastaveni: nestlacitelna kapalina, bez gravitace, diferencialni ro-
tace, magnetické pole, bez difuze. Cili:

0=V v, (24)

@+v Vv = 1VP Vo, + (VxB)xB (25)
ot P “ 0 Plivac ’

%—f:Vx(va). (26)

Zakladnim principem je zamrznuti siloCar v plazmatu a jejich navijeni v diferen-
cidlné rotujicim prostfedi (se stfihem rychlosti), ¢ili zesilovani slabych perturbaci
magnetického pole. Ostatné magnetické dynamo v nitru Slunce nebo Zemé je to-
téz. Rozvoj nestability je zndzornén na obr. 3. Podotknéme, ze piedpoklad ,bez
difuze“ nutné znamena nemaly stupen ionizace latky, jinak by Lorentziv ¢len byl
irelevantni. Dostateény stupen ionizace je v blizkosti Slunce, daleko od Slunce (i di-
ky kosmickému zéfeni), téz na povrchu disku ozafovaného UV, ale neni jisté, zda
uprostfed. Tam mize existovat mrtvd zdna, v niz MRI nefunguje a disk neni (tak)
turbulentni.

Nestabilitu rozvijejici se za vyse uvedenych podminek omezuje az hranice (zde
tloustka disku) nebo diftzni ¢len, kdybychom ho méli. Pokud vSak dochdzi k am-
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

t=0 t_30 t=40

density p

-0.5 0 0.5
x

Obr. 3 — Vyvoj magneto—rotacni nestability z pocatecni malé perturbace magnetického pole B.

Pocate¢ni podminky: p =1, v = (0, —0.5z), B = (Bg sin(ny),0), ® = 0. Okrajové podminky: vlevo

a vpravo je jednoduse predepsan stiih rychlosti (proto nepotiebujeme ® # 0), nahore a dole peri-

odické. Stavova rovnice odpovida ideadlnimu plynu. Vypocet programem Pluto ve dvou rozmérech,

v siti 100 x 200 bodu. V ¢asech t > 30 se jiz projevuje numerickd viskozita, tzn. Spatné rozliseni
zejména ve sméru x; celistvost 1 buriky je pomérné silnou vazbou (v — o).

bipolarni difuzi, ¢ili ionty se pohybuji beze srazek s neutralnimi atomy, nestabilita
se rozviji pouze v plazmatu a jeji celkovy vliv je viceméné zanedbatelny.

1.7 Nestabilita dvou proudéni

Pozoruhodné nestabilita vznikd pro dvé proudéni s urcitou vazbou (Youdin a Jo-
hansen 2007, angl. streaming instability). V nasem kontextu jde o plyn a prach
a vazbou jest aerodynamické tfeni, oboji pod vlivem gravitace centra.

Prislusnéa nestabilita se nazyva téz ,dvoutekutinova“, popisujeme-li prach jako
tekutinu (s hustotou ps a rychlosti u).” Plyn nemusi byt nutné stlacitelny, ale prach
ano, coz zni podezrele, ale nejedna se samoziejmé o stlacovani zrn, nybrz o jejich
soustiedovani v prostoru:

0
%4‘" Vps = —psV -u, (27)
((99‘75' +u-Vu=-Vo, — Spvr(u—v), (28)
0=V-v, (29)
g—‘t, +v - Vv= ——VP Vo, + Spsvr(u—v). (30)

7 Nestabilita oviem pretrvava i pripadé, kdyz prach popiSeme jako Céstice.
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Gravitaéni nestabilita 1.8

V Navierové—Stokesové rovnici pro prach jsme pouzili Epsteintv zdkon a v rov-
nici pro plyn totéz s faktorem —£25, kviili zachovani hybnosti. Casto se namisto
globalnich simulaci provadéji lokalni, v korotujicim systému, s diferencialni rotaci.

Oscilace pg (i p) vytvéreji tak vysokd lokalni maxima, Ze v nich gravitaéni nesta-
bilita (kolaps) prachu nebo balvant muze vést ke vzniku planetesimal nebo rovnou
planetarnich embryi (viz obr. 4).

Je tu i jista analogie s Tour de France — cyklista na cele citi odpor vzduchu
o ostatni ,lenosi“ v zavétii ho snadno dojedou. V tomto specifickém pripadé nesta-
bilitu omezuje cil.

=3.0T,,

0.0 3.0

Iogl(,(Ep/<ZP>)

0.0 L /<X > 20.0

Obr. 4 — Nestabilita dvou proudéni (plynu a prachu). Znazornéna je plosna hustota o ¢4sti disku
Pievzato z Johansen aj. (2007).

1.8 Gravitaéni nestabilita

Pro kolaps jsou treba dvé véci: stlacitelny plyn, vlastni gravitace. Dale potfebujeme
rovnice:

dp

a—&—v-Vp:—pV-m (31)
ov 1
E—#v-va—;VP—V@, (32)

V20 = 4nGp, (33)

ze kterych je mozné odvodit jesté jednu (podstatnou) podminku, neboli Toomreho
kritérium pro nestabilitu (Toomre 1964):

CsN

Q= <1, (34)

TEG(T()

kde ¢s oznacuje rychlost zvuku, n = \/GM, /r3 stfedni pohyb na daném poloméru,
oo pocateéni plosnou hustotu disku (odvozeni viz Armitage 2010, str. 135).
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

Rist p, P, ® nade vSechny meze je sice teoreticky mozny, pak bychom vsichni
skoncili v ¢erné dife, ale obvykle se nakonec (v = 0) ustavi dosti velky hydrostatic-
ky VP.

1.9 Pocateéni a okrajové podminky

Vise uvedené rovnice vsak neobsahuji jednu veledilezitou véc: pocateéni podminky!
Navic Celime tfem takika nefeSitelnym problémim: (i) rovnice nelze integrovat
zpét v Case kvili termodynamicky nevratnym déjim (napiiklad difuzi, srazkam,
unikajicimu infradervenému zafeni) a deterministickému chaosu, ¢ili nemtizeme volit
¢as tg = dnes, kdy by bylo mozné néco méftit; (ii) sluneéni soustava vznikla v apriori
nezndmém Case to; (iii) v ¢ase t7 ddvno minulém beztak nelze méfit nic.

Nastésti je mozno vyuzit skutecnosti, ze: (i) chemické slozeni Slunce, planet
a meteoriti je totozné, az na tékavé prvky (zejména H, He); (ii) radiometrické stafi
primitivnich meteorit je okolo t = —(4,56 & 0,01) Gyr; (iii) minimalni po¢ateéni
plosnou hustotu disku lze odhadnou podle pozorovanych planet, rozprostienych
podél jejich drah a doplnénych o zminované tékavé prvky. Pak jiz lze rozumné volit
pocateéni podminky v ¢ase tg = —4,56 Gyr, integrovat rovnice doptfedu (dodnes)
a nakonec posoudit model dle souladu s pozorovanou sluneéni soustavou (obr. 5).

T T T T
1}
Sedna
0.8 4
Aten
Apollo
Amor -
o Mars crosser
2 06 main belt - |
B Cybele
= Hilda
< . Jupiter Trojans -
§ " . Neptune Trojans =
R Centaurs
@ 0.4 e B scattered disk 7
ot detached disk
K“L Kuiper belt =
L Plutino
Kreutz -
0.2+ . Jupiter family d
Chiron
Halley -~
te |
® o N
O Y i - 1 1 1
0.1 1 10 100 1000
semimajor axis a/ AU
Obr. 5 — Pozorovany stav slunecni soustavy zndzornény na grafu velkd poloosa a, excentrici-

ta e. Symboly a barvami jsou rozliSeny planety a jednotlivé populace malych téles: asteroidy jsou
oznaceny krouzky, transneptunické objekty ¢tverecky a komety kiizky. Tec¢kovand linie (nahore)
odpovid4 perihelové vzdalenosti rovné poloméru Slunce, ¢ = a(l — e) = Rg.

Poznamka na okraj: vnitini okraj disku (ve sférickych souradnicich) obvykle voli-
me r; ~ 0,1 AU kvili ptisobeni magnetického pole rotujici hvézdy. Hvézda totiz UV
zafenim ionizuje plyn, ktery by pod korotacni orbitou obihal rychleji, wkept > wrot,
ale je zde brzdén magnetickym polem, pada na hvézdu, ¢imz se vytvari mezera
v disku. Vnégjsi okraj ro ~ 40 AU musi byt dostateéné daleko, aby (pfilis) neovliv-
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Formalismus v programu Pluto 1.10

noval pohyb ve studované oblasti. Ve sférickych souradnicich by okrajové podminky

mohly byt voleny takto:

1. r =7y (vnitini okraj): v, = vy = 0, vy = /GM,/r1, tj. keplerovska rychlost;

2. r =1y (vnéjsi okraj): v, = vy =0, vy = \/GM, /T2;

3.9 = 0° (u pélu)® zrcadlové podminky, tzn. skalary ztistavaji totozné, norméalové
slozky vektortt méni znaménko: p — p, v, — —vy, By — — By, vy — vy, By — By;

4.9 = 90° (na rovniku) symetrické podle roviny: p — p, vy — —v,, By, — By,
UVt — Vt, Bt — *Bt,

5. ¢ = 0° = 360° periodické.

1.10 Formalismus v programu Pluto

Pro vypocetni Gcely se rovnice optimalizuji nésledovné (Mignone aj. 2007). Ma-
ximum ¢lend vyjadiime pomoci divergence, abychom se vyhnuli vypoctim rotace,
které jsou narocné a pri kterych hrozi vétsi zaokrouhlovaci chyby. Pro pirehlednost
zde také predpokladdme py = ps = 0, &, = 0 (tj. bez prenosu zéafeni), K = 0,
Nmag = 0, Paisk = 0 (beztak prevazuje ®,):°

5 p P 0

o P ) pv — BB+ IP | —pVO

ot | E+p® v (E+p®+P)v—Bv-B| 0 o (89)
B vB — Bv 0

1
2pvac

kde p = pv oznacuje hustotu hybnosti, E = U + 1pv? + B? hustotu energie
a P = Pgs+ TlvacBQ celkovy tlak.
Identita (35) s (1) je zfejma:

dp __Op _
a+v-pv7 En +v-Vp+pV-v=0.

Druhy fadek odpovida rovnici (2) (bez pivac, které je zahrnuto v B):

Opv 1 2)
—4+ V- — BB+ IPgas +1-B° | =
ot + (pw + 1 Pgas + 3
dp ov . . . . . L. . . 1
:VE+pa+V~pw+V~pvv+V~pvv—V~BB—V~BB+VPgas+§28~VB:
v krat (1) —0  bac —céb
ap ov N A~ —~
:vﬁﬁ-pa+W—V—p+pvﬂ—~v+pv'VV—BV~B—B-VB+VPgas+B~VB:
0
:p(a—:+v~VV)+VPgas—(VXB)XB:—pV‘1> cbad.

8 pro plochy disk je zfejmé mozno volit vétsi hodnotu, napf. ¥ = 85°
9 Symboly typu vB (nebo Bv, BB) jsou diady, ¢ili tenzory druhého fadu (matice 3 x 3) se slozkami
v; B;j. Nékdy byvaji oznacované v ® B.
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1 Hydrodynamika protoplanetarniho disku

Vezmeme nyni radéji 4. fadek a rovnici (5):

9B,y (vs_sv):@+v..~,s+vvs_v3v_vs.~,:
ot ot

oB
—E‘FBV v+v: VB*VV B—B- VV—

B . . B
:%—VX(VXB) VX(VXB):%—VX(VXB) c.b.d.

Nakonec rychle porovname 3. fadek a rovnici (3):

1 1 1
é(?t (U—i— —pv? + 82 +p<1>) + V- (Uv+ ipv2v+ §82v+p<1>v+Pgasv+533v—Bv-B) =
ou
= E + V - Uv + PgasV - v + pv - Navier—Stokes + B - indukéni rce + @ krat rce kontinuity =
=0,

coz bylo dokazati.

1.11 Metoda koneénych objemu (FVM)

Jednou z metod pouzivanych pro numerické feseni hydrodynamickych rovnic je
metoda koneénych objemt (FVM, angl. finite volume method). Budeme ji zde de-
monstrovat na rovnici kontinuity, ale samoziejmé ji lze pouzit na celou soustavu
rovnic (35):

p
8t+v p=0.

Provedeme integraci pfes néjaky objem V:

‘thv+/v pdV = /OdV

a pouzijeme Gaussovu vétu:

op 1 _
8t+ /Sp-dS—O,

kde na levé strané jsme napsali primérnou hodnotu hustoty p v onom V' a na pravé
strané jsme z vyukovych divodd ponechali ,,primérnou nulu®.

Diskretizace v prostoru spociva ve vyjadfeni integralu ptes hranici V', resp. sumy
pres prislusné plosky S:

/ g = Jit1/2k Stz Si—l/%gpkp
- i+1/2,5.k — i—1/2.,5.k
Vijk / Vijk /
S, S. .
J+1/2.k ,j—1/2,k
+ ———Dijt+1/2k — —;7—DPi,j—1/2,k (36)
Vigw ot Vigw 7Y
Sijk+1/2 Sijk—1/2

ik — P
g, k+1/2 i,7,k—1/2 >
Vijk / Vijk /
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Adaptivni zjemnovani sité a viceprocesorové vypocCty 1.12

kde indexy i, j, k prisluseji jednotlivym kartézskym souradnicim a méni se od 0
do poctu bodu sité. Hodnoty p; ; , v polovinach prostorového kroku (na hranicich
mezi sousednimi objemy) urc¢ujeme interpolaci.

Diskretizace v ¢ase je v nejjednodussim pripadé:

n+1 n

dp . p"" —p
ot At (37)

Schéma explicitni vnikne tak, ze v (36) pouzijeme staré Piik @Dk (tj. z minu-
lého ¢asového kroku). Explicitni se jmenuje proto, ze mizeme obratem vyjadfit
nové pf;r,i

Ve schématu implicitnim bychom vSude pouzili nové (avSak nezndmé!) Pk
Rovnice proto spolu s ostatnimi tvofi soustavu rovnic, kterou je tfeba vyftesit.
Z matematického hlediska tedy musime provést inverzi (velké) matice. Vyhodou
je ovSem vétsi stabilita a moznost pouziti vétsiho At.

V programu PLUTO jsou implementovany metody pfesné nebo priblizné fesici
Riemanniv problém, ktery spo¢iva v nalezeni ¢asového vyvoje nespojitosti hustoty
a rychlosti pro linearizované rovnice (1) a (2). Vybirat mizeme z vicero postupii
(napf. Roe, HLLE, HLLC).

Skalované jednotky. Abychom ¢asteéné predesli numerickym problémim a zao-
krouhlovacim chybam, pripadné usettili numerické operace, je dobré pouzivat vhod-
né skdlované jednotky. Napriklad pro simulace protoplanetarniho disku je mtize-

me volit nasledovné: [r] = ay, [p] = Mg /a3, [v] = /GM,/aj/(2r), odkud plyne
[m] = Mg, [t] =2r/\/GM, /a3, [P] = McGM, /a3 /(47?).

1.12 Adaptivni zjemnovani sité a viceprocesorové vypocty

Kdyz se pfi simulacich je nutné simulovat turbulenci, razové viny nebo oboji, byva
pouziti jednolité sité vypocetné natolik naroc¢né, ze by se problém stal praktic-
ky nefesitelny. Nastésti existuji technologie, které feseni umozinuji, ovSem za cenu
urcitého prizpusobeni algoritmu.

AMR. Prvni pomuckou, kterou zminime, je adaptivni zjemtiovani sité (angl. adap-
tive mesh refinement, AMR). Na zac¢itku vypoc¢tu pouzijeme sit hrubou a v ni
identifikujeme oblasti, kde jsou velké (malé) derivace a je tedy tfeba zjemnéni
(pFip. zhrubeni). Tuto identifikaci je mozné provést v nékolika trovnich, ¢imz se
problém stane numericky fesitelny (obr. 6). Zaroven se drasticky omezi mnozstvi
ukladanych dat. Prizptsobeni sité je mozné provést jako jeji deformaci, zjemnéni
v jednotlivych bunkach nebo zjemnéni v celistvych oblastech. Vznika pak obvykla
stromova struktura (oct-tree), s pofadim oblasti ve tvaru ,,Z“ (Mortonovo).
Kromé samotné oblasti jsou potieba ducharské oblasti okolo, a to kvili vypoctu
derivaci (1. nebo 2.). Tyto se vypliiuji pred vlastni integraci, bud dle okrajové pod-
minky, nebo ze sousedni oblasti stejné tirovné, pripadné z vyssi nebo nizsi urovné,
ale pak musime pouzit interpolace nebo stfedovani a dbat zachovani toku (obr. 7)
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Obr. 6 — Adaptivni zjemnovani sité (AMR) pfi vypoc¢tu Kelvinovy—Helmholtzovy nestabilita ve

dvou rozmérech; zobrazena je (plosna) hustota p. Vypocet by proveden programem PLUTO s kni-

hovnou Chombo. Hrub4 sit ma rozméry pouhych 64 x 128 bodt, ale pii 4 trovnich zjemnovani

je rozligeni vétsi faktorem 24, tzn. 1024 x 2048 bodt. Obdélniky rtiznych barev oznacuji riizné
arovné.

Pro AMR existuji hotové knihovny (napt. Chombo) i vhodné forméaty pro ukladéni
stromovych dat (HDF5).

MPI. Nestaci-li pro vypocet procesor jeden a musime jich pouzit vice, vyuzijeme
rozhrani MPI (angl. message-passing interface), umoziiujici spoustét paralelni vy-
pocCty na pocitacich propojenych rychlou pocitacovou siti. Struktura programu ale
musi zahrnovat prinejmensim nasledujici: inicializaci MPI, rozdéleni si prace, vlast-
ni praci, redukci a finalizaci MPI. V primitivnim piikladu uvedeném nize spociva
rozdéleni pouze v peclivém urceni mezi cyklt pro vypocty na jednotlivych strojich,
procesorech, jadrech nebo vldknech. Jinak byva potieba kopirovat hodnoty ze sou-
sednich oblasti do duchafskych oblasti. Redukci se rozumi provedeni néjaké operace
s vysledky vypocti na jednotlivych procesorech (zde soucet mezisouctit):

#include <stdio.h>
#include <mpi.h>

int main(int argc, charx* argv) {
int myrank, nprocs;
int i, n, nl, i1, i2;
float sum, sumsum;

MPI_Init(&argc, &argv);

MPI_Comm_rank (MPI_COMM_WORLD, &myrank) ;

MPI_Comm_size (MPI_COMM_WORLD, &nprocs);

printf("Hello from node/cpu/core/thread %d out of %d\n", myrank, nprocs);

32
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Obr. 7 — Duchaiska oblast v okoli zjemnélé sité, ktera se vypliiuje z okrajové podminky (modfe),
z jednoho sousedniho bloku se stejnym rozliSenim (zelené) a z dvou sousednich bloki s odlisnym
rozliSenim (zluté). Pfevzato z [6].

n = 1000;
nil = (int) (n/nprocs);
if (ni*nprocs < n) { n1l += 1; }
il = myrank * nil;
i2 = i1 + ni;
if (i2 > n) { i2 = n; }
sum = 0.0;
for (i = i1l; i < i2; i++) {
sum += 1ij;
}

printf("sum = %f\n", sum);

MPI_Reduce(&sum, &sumsum, 1, MPI_FLOAT, MPI_SUM, O, MPI_COMM_WORLD);
if (myrank == 0) {
printf ("sumsum = %f\n", sumsum);

}

MPI_Finalize();
return O;

Pro kompilaci programu musime pouzivat specidlni kompildtor: mpicc hello.c
-0 hello. Pfed spusténim programu na vice procesorech si musime pfipravit host-
file, v némz jednotlivé fadky popisuji, kolik procestt ma byt spusténo na kterych
strojich: hilda20 slots=4, hilda21 slots=4, atd. Pfi spusténi pak volime po-
Cet procesorii: mpiexec -np 8 -hostfile hostfile ./hello. Zasadni otazkou je,
jak se vypocet skaluje s rostoucim poctem procesorii. Poc¢itame-li napriklad vyvoj
protoplanetarniho disku ve dvourozmérné aproximaci a mame ptritom 1024 bunék
v radidlnim smeéru, asi nema cenu délit vypocet na vic nez 64 procesorti, protoze pak
na 1 procesor pfipadd pouhych 16 bunék a komunikace MPI zacina jiz prevazovat.
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1.13 Migrace planet v plynném disku

Je tfeba predevsim rozlisovat, zda se jedna o migraci v disku tvofeném plynem nebo
planetesimalami; oboji se pochopitelné chova jinak. Zde se budeme sousttedit pouze
na plyn a v ném vnorenou planetu. Pak lze rozliSovat t¥i zédkladni typy ustalené
migrace: I, IT a IIT — tzn. bez mezery, s mezerou a s ¢aste¢nou mezerou.

Typ II. Asi nejsnadnéji lze popsat typ II. Znac¢na ¢ast plynu v okoli drahy jiz
spadla na planetu, ¢imz se vytvorila mezera. Zaroven vznikla spiralni ramena neboli
hustotni viny, které jsou vlastné pfimou gravitacni vazbou mezi planetou a diskem.
Tteci neboli viskézni sily mezi rameny a zbytkem disku maji transverzalni slozku,
kterd zpusobuje spirdlovani planety dle prvni Gaussovy rovnice (viz téz dodatek B,
resp. (258)):

da _ 2T
dt  n

+O(e), (38)

kde a oznac¢uje velkou poloosu planety, 7 transverzalni slozku zrychleni (tj. v roving
drahy, kolmo k radiusvektoru), n = \/GM@a*% stfedni keplerovsky pohyb neboli
uhlovou rychlost, pfi¢emz predpokldddme kruhovou drahu (e = 0). Transverzalni
slozka je vytvarena viskéznim ¢lenem v rovnici (2):

1 8 (9 M1 82 1 1251 3 _5
T p ar,ul arvkepl P o2 \/ or 2 P @47“ 2,

coz po dosazeni (a obvyklé ndhradé r — a) déva:

da 3v
(&), =% 59

kde v = u1/p je kinematické viskozita. Znaménko je zde zdporné, nebot k planeté
je blize vnéjsi spirdlni rameno, disk tam obihé (keplerovsky) pomaleji, ¢ili dochézi
k brzdeéni.

Situaci pro jednu planetu ukazuje obr. 8, spo¢teny programem Fargo (Mas-
set 2000). Po vytvoreni mezery se vyvoj ustali a zména velké poloosy odpovida
vztahu (39). Pro dvé interagujici planety (obr. 9) je situace obecné slozitéjsi. Po-
kud se vytvori dvé mezery a prekryji se, vnéjsi spiralni rameno je od vnitini planety
mnohem dal, takze prevazuje vliv vnitiniho, kde ale disk obihé rychleji, a zminovana
planeta se tedy nutné také urychluje a vzdaluje od Slunce.
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Obr. 9 — Disk a dvé planety. Obdobné nastaveni parametrti jako u obr. 8, s vyjimkou r €
(0,4;3,5), 1-rozmérn4 sit sahajici do ' = 20, planety a; = 1, m1 = 1074, az = 2, ma = 2,9-1075.
Simulace programem Fargo.
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Obr. 8 — Plynny disk a jedna vnorend planeta, vlevo plosna hustota disku o(z,y), vpravo casovy
vyvoj velké poloosy a(t) (znézornén ¢ervené) a hmotnosti m(t) planety (teckované). Pro porovnani
je znézornén i pokles a dle rovnice (39), ktera plati poté, co se v disku vytvori mezera. Parametry
simulace byly voleny takto: hmotnost centra M = 1, pomér H/r = 0,05, plosna hustota o = 6,37 -
10~5 7~ 1.5 kinematicka viskozita v = 10~°, planeta s pocateéni velkou poloosou a = 1, orbitalni
periodou P, = 21 a hmotnosti m = 0,001. Rozsah polomérti byl r € (0,4;1,6), dvourozmérnou
sit (r,¢) tvorilo 128 krat 384 bodu a casovy krok At = 0,31416. Simulace programem Fargo
(Masset 2000).

Typ I. V pripadé malo hmotnych planet nebo embryii se mezera neotevte, ale to
neznamend, Ze nic nepusobi, naopak. Muzeme odlisit ¢ty¥i pFispévky: (i) spiralni
ramena, (ii) korota¢ni oblast, (iil) studeny prst a (iv) akre¢ni ohfev. Spiralni ramena
jsou stejna jako predtim, dokonce sahaji bliz k planeté. Protoze orbity s a < aj jsou
rychlejsi, je vnitini rameno pfed planetou (a naopak). Vnéjsi rameno je ale obvykle
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bliz, jeho gravita¢ni pritazlivost proto pfevazuje a samo o sobé by zptsobovalo
brzdéni a ‘é—‘; <0.

Korotacni oblast podél drahy planety se vyznacuje podkovovitymi orbitami (ply-
nu). Orbita s a < aj je opét rychlejsi, za planetou planetu dohéni, pak se ovéem
nahle presune na a > aj. Plyn se tak z mist s vyssi teplotou T' a tlakem P dostava
ven, kde je okoli s nizsi T', P, a proto se rozpina. Pfed planetou je situace opacna,
¢imz vznikd hustotni asymetrie, ktera by (sama o sobé) zptisobovala % > 0.

P1i pohybu v korotac¢ni oblasti navic v potencidlové jamé u planety dochézi ke
stladeni plynu, zafivé difuzi tepelné energie (skrz vazbu rovnic tepelné rovnovahy
a prenosu zafeni), dodateénému ochlazeni plynu, ¢imz vznikd ,studeny prst“, po-
silujici vySe uvedeny jev (Lega aj. 2014).

Zaroven se planeta, na niz pada okolni material, touto akreci zahfiva, a stava
se tak vyznamnym zdrojem zafeni. Prispivaji k tomu zejména balvany, které se
v Hillové sféfe mohou aerodynamicky brzdit, spirdlovat a padat na planetu (Lam-
brechts a Johansen 2012). Plyn prolétavajici kolem planety se namisto zarivého
ochlazeni zafivé ohfeje, asymetrie se obrati a vysledkem mize byt opét % <0
(Benitez—Llambay aj. 2015). Timto mechanismem se dokonce vytvafeji nenulové

excentricity protoplanet (Chrenko aj. 2017).

Turbulentni viskozita. Otazkou je, jaka je hodnota viskozity? Obvykla molekuldrni
viskozita Tridkého plynu se zda nepatrna a planety by vlastné nemigrovaly vibec.
Turbulence ovSem efektivné zpusobuje viskozitu také; i kdyz bychom ji nebyli schop-
ni detailné rozlisit v numerickém modelu, mohli bychom ji zahrnout jako zvySenou
hodnotu v.

Vzhledem k tomu, jaké mé v jednotky (m?s~1), je logické ji vztahnout k néjaké
rychlosti a néjakému rozméru. Je podruhé logické zvolit bud rychlost obihani viepl,
nebo zvuku ¢, a jako rozmér vysku H disku, nebot tato omezuje maximalni velikost
virti. Shakura a Sunyaev (1973) navrhli parametrizaci vztahem:

v=oacH, (40)
kde « je bezrozmérny parametr, nabyvajici hodnot od 0 do fadové 1. Ze stacio-
narniho modelu disku (Broz a Solc 2013, str. 206) mfizeme piipadné dosadit za

H =~ ¢g/nkep1- Pokud bychom méli onu detailni simulaci s viry (jako na obr. 10), lze
ekvivalentni hodnotu « pocitat jako (Flock aj. 2013):

(o) = <IP(W_B(§D&) dV> ;

Jpav

kde ¢arkované rychlosti v}, v;. oznacuji fluktuace okolo stfednich hodnot.

Kromé zminovanych nestabilit SBI, VSI, MRI, které jsou potencidlné dulezi-
tym zdrojem turbulence, a tudiz zvysené makroskopické viskozity, muze hrat roli
i fotoevaporace a hvézdny vitr, ktery strhava ionty, odnéasi tak moment hybnosti
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Migrace planet v plynném disku 1.13

ven a zbyvajici hmota disku se proto sune dovnitt (a pak bychom nepotfebova-
li velkou hodnotu «). Jsou to ostatné tytéz procesy, jaké ve vesmiru nuti akrecéni
disky akretovat.

-1000.

. 100.0

0.10
- 10.00

1.000 0.010

Obr. 10 — Rozvinuta magneto-rotacni nestabilita v protoplanetarnim disku, projevujici se ja-
ko turbulence rychlosti |v| (v jednotkdch m/s, vlevo) a slozitd struktura magnetického pole |B|
(v jednotkdch Gauss = 10~° T, vpravo). Pievzato z Flock aj. (2013).
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2 Atmosféry a oceany

Atmosféra ma jednu zadsadni vyhodu: jsme v ni neustdle ponofeni a mame s ni
bezprostredni zkusenost. Jednou ze zakladnich vlastnosti atmosféry je wvitr, nebo-
li rychlost proudéni v, kterou v této kapitole budeme studovat vyhradné pomoci
Navierovy—Stokesovy rovnice. Tato zapsana v inercialni soustaveé zni:

gradient
advekce tlaku tihové  viskozita
dv  Ov 7 N 1 g \

kde t oznacuje cas, p hustotu, P tlak, g tihové zrychleni a v kinematickou viskozitu;
dovolili jsme si ji napsat pfed operator, tzn. je uniformni.

Pokud bychom vitr studovali v neinercialni soustaveé, rotujici ithlovou rychlosti Q,
a provedli potfebnou transformaci soufadnic, pak by ovsem bylo:

odstfedivé Coriolis
dv ' 1 / ’ 12 ol /
(dt) z—EVP—&-g +uvV-Vv + Q7 20" x v (42)
kde r/| ozna¢uje vzdélenost od osy. Zcela piirozené se pouzivaji lokalni kartézské
soutadnice, r' = (z,y,z2), kde  sméfuje na vychod, y na sever, z svisle nahoru
a odpovidajici rychlosti v/ = (u, v, w). Zfejmé nema cenu psat neustale ¢arky, pro-
toze prakticky cela kapitola je carkovana. Ve zminované lokalni soustaveé ovsem
potfebujeme vyjadrit vektor (¥ = (0,Qcos @, Nsiny), kde ¢ je zemépisna Sitka
inkriminovaného mista.

V literature se setkdvame s nejriiznéjsimi pribliznymi rovnicemi, ¢ili musime byt
neustale ve strehu, kdy co plati. Nejcastéjsi aproximace jsou: aproximace tenké vrst-
vy (w < u,v), izotermalni (T' = konst., ¢ili P(p)), neviskézni (v = 0), nedivergent-
ni (V-v = 0), zanedbatelné odstfedivé zrychleni (r, = 0), pfip. Coriolisovo (€2 = 0)
nebo Boussinesqiiv vztah pro vztlak (—gdp/p).

Abychom mohli posoudit vyznamnost jednotlivych ¢lenit v rovnici (41), p¥ipad-
né (42), spocteme si nékolikero bezrozmérnych ¢isel. Ziskame je tak, ze jednot-
livé ¢leny (znacCené svorkami) podélime, pfi¢emz operdtory nahradime za Skaly,
V — 1/L, a neznamé rychlosti ofekdvanymi rychlostmi U. Konkrétné jde o Rey-

noldsovo ¢islo: dvek U2/L L
advekce
— — - 2=, 4
Re viskozita  vU/L? v’ (43)

pro Re < 1 b§va proudéni laminarni, kdezto pro Re > 10% turbulentni. Mezi tim
je prechodova oblast s pozoruhodnym chovanim. Dale Rossbyho ¢islo:

ki 2/L
Ro — adw.a (?e _ U / _ U. ’ (44)
Coriolis  2UQsing  2LQsing
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2 Atmosféry a oceany

Ekmanovo ¢islo:

iskozi L?
Bl — Vi c.)mjca _Ro _ z/U/' _ v — (45)
Coriolis Re 2UQsing  2L%2Qsing
Richardsonovo cislo:
3p
_vztlak 97, g Vp (46)

~ stiih | QU)2/L p (VU2

V pripadé, kdy bychom byli nuceni pouzit i rovnici pfenosu energie, zajimalo by
nas Prandtlovo cislo: ot
skozita
Pr= o2t Y (47)
vedeni X

kde x oznacuje tepelnou difuzivitu; Grashofovo ¢islo:
p 3
vztlak 9%  gaydTL

G = = =
'~ Viskozita vU/L? vAr

(48)

kde jsme vzali typickou rychlost U = v/L pii Re = 1 a ay je koeficient tepelné
roztaznosti; potazmo Rayleighovo ¢islo:

3
o Vztlak,  GrPr— goTL _
vedeni xvT

(49)

Neékterd ¢isla ma smysl uréovat zvlast pro skalu velkou (L) a malou (1). Méj-
me také v patrnosti, ze viskozita v muze byt bud molekuldrni, kdy difuzi rychlosti
zpusobuji molekuly letici v rdmci své stfedni volné drahy ¢, nebo turbulentni (an-
gl. eddy, bulk), tzn. v¢etné piispévku virt.

2.1 Hydrostaticka rovnovaha

Nejprve zanedbame vse, dokonce i vitr, v =0, dv/d¢t = 0, T = konst., r ;= 0, Q = 0.
Pak nezbyva, nez aby bylo P = P(z) a nulové horizontalni gradienty. Rovnice (42)
prejde na rovnici hydrostatické rovnovahy:

1dP
0——55—97 (50)

kam dosadime ze stavové rovnice idealniho plynu:

=", (51)
pmu
cili: ,
gpmy
—dP = - .
pd P
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Cyklostrofické proudéni 2.2

Provedeme-li integraci obou stran:

/%dP:InP: _gimu /dz+0:—g“mHz+c,

kT kT
odkud:
=1/Hp
—
gpmy
P=F — 2
0 eXp( kT Z) ) (5 )

kde jsme si oznacili Hp jako tlakovou skalu, na které se podstatné méni tlak (na
Zemi je fadové Hp ~ 7,5km). Na kulaté a ke vSemu rotujici planeté ozafené zboku
to vSak nemitize dlouho vydrzet, nebot T' # konst.

2.2 Cyklostrofické proudéni

Zanedbame-li skoro vse, w =0, v =0, r; = 0, Q2 = 0, zistanou ndm rovnice pro
horizontélni rychlosti:

du 10P
T —;g ) (53)
dv 10P

Pouzijeme-li soufadnice tangencidlni a normélové (s,n), tzn. ve sméru v a kolmé
na v, pak:

dog 10P

T 08 (55)
dv, 10P
T pon (56)

Lze samoziejmé ztotoznit slozku v, s velikosti rychlosti |v|, nebot v,, = 0 z definice.
Normaélové zrychleni dv,,/dt zptsobuje zak¥ivovani trajektorie vétru. Pokud si ji
pfiblizime jako kruznici (¢ast kruznice) o poloméru r, pak pro normélové alias
dostiedivé zrychleni musi platit zndmy geometricky vztah dv,/dt = v2/r, ¢ili:

dug 10P

&~ 55 (57)
v2 10P

Carr 58)

V ustéleném stavu dvs/dt = 0, kdy se jiz nic neméni, musi tedy byt velikost rychlosti
v souladu s normalovym gradientem tlaku:

[ rOP
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2 Atmosféry a oceany

Takové situaci fikdme cyklostrofické proudéni. Vyskytovat se muze pouze okolo
tlakové nize, aby nam nevyslo vg imaginarni. To¢it se muze libovolnym smérem.
Jde o dobré ptiblizeni proudéni v tornddu (obr. 11), trombé, blizko rovniku nebo
na pomalu rotujici planeté, jako je VenuSe. V feci charakteristickych ¢isel toto
proudéni miize vzniknout za podminek: Re — co, Ro — oo, Ek — 0.

Obr. 11 — Tornado, v némz lze vifivé proudéni popsat pfiblizné jako cyklostrofické. © OAR,
ERL, NSSL.

2.3 Geostrofické proudéni

Mgjme w = 0, v = 0, ; = 0. Po provedeni vektorového souc¢inu (0, cos ¢, sin ¢) x
(u,v,0) pak obdrzime:

fc
du 10P - N
29T 90
g > or +2Qsingpo, (60)
dv 10P
2T 9qsi 61
i 5oy sinpu, (61)

kde jsme si oznacili fc = 2{2sin ¢ jako Coriolistiv parametr.
Pro zcela ustalené proudéni (du/dt = dv/dt = 0) bychom méli rovnost:

1 oP OP
(U,U) = % <_8_y’ %) ) (62)

coz ovSem znamend, ze vitr stale vane podél izobar, nikoli ve sméru gradientu tlaku!
Slozky (u,v) a (—y,z) jsou zde ,piehozené”; pii izobarach ve sméru y je totiz

% # 0, ¢ili vitr ve sméru y. Této rovnovazné situaci fikdme geostroficke proudeént.
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Pii uvézeni kiivosti trajektorie v soufadnicich (s,n):

doug 10P
=——— 63
dt p Os’ (63)

v? 10P
s 27 s, 64
. > on fov (64)

odkud plyne kvadraticka rovnice pro v, majici feSeni:
2.2 P

vy = —der 4 Jfer roP (65)

2 4 p 0s

Toto drobné zobecnéni se nazyva gradientové proudéni. Charakteristicka ¢isla pii-
tom byvaji: Re — oo, Ro — 0, Ek — 0.

Zopakujme nakonec nase poznatky jinymi slovy: na rotujici planeté zasadné ne-
vanou vétry z oblasti vysokého tlaku do nizkého! Kdyz se totiz vzduch pohne rych-
losti v proti sméru gradientu tlaku (ayp = —%VP), je zdhy odchylen Coriolisovym
zrychlenim (ac, kolmym na v) tak, Ze nakonec jsou obé zrychleni antiparalelni
a proudéni sleduje izobary (v je kolmé i na ayp) — viz obr. 12. Je to mimochodem
davod, proc¢ se na Zemi gradienty tlaku vyrovnavaji dosti obtizné.

Rychlost |v| proudéni se ustavi pfiblizné tak velkd, aby Coriolisova sila tmér-
né |v| byla dostate¢nd na vyrovnani gradientu tlaku. Velky gradient tlaku (husté
izobary) tedy automaticky znamenaji rychly geostroficky vitr! Pointa je ale v tom,
Ze ayp neni presné rovno —dac, takze se vzduch se muze pohybovat po kf¥ivkach.
Vzduch okolo oblasti nizkého tlaku (cyklény) rotuje na severni polokouli proti smé-
ru hodinovych rucicek; vysoky tlak (anticykléna) znamend rotaci po sméru.

ale zde rotuje
jiz proti sméru
hodinovych rucicek

—VPT
pocatecni
odchylka

je doprava
(po sméru)

Obr. 12 — Proudéni vzduchu rychlosti v okolo tlakové nize (cyklény), zpoéatku ve sméru zrychleni
od gradientu tlaku (— %VP), ale zahy odchylené Coriolisovym zrychlenim (—2 x v, kolmym na v)
tak, ze nakonec sleduje izobary.
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2.4 Rossbyho viny

Velmi pozoruhodnd situace (oscilace) nastava, kdyz w = 0, v = 0, r, = 0, 0 =
Q(0, cos @, sin ), ale ¢ # konst. Uhlovou rychlost proto rozvineme v Taylorovu
fadu:

< e OV
Q= Qp + de, 66
0 90 | o=po ¥ (66)
kde ‘3% = Q(0,—siny, cosy), dp = Ri@. Jde vlastné o aproximaci zakulaceného
povrchu Zemé tecnou rovinou, oznacovanou téz jako rovina . Pak mame rovnice:
fc = konst. B = %
d 1op ———— ————
ditb:f;%+29sin<p0v+2ﬂcosgp0%yv, (67)
d 10P
d—::fza—yfQQsin<p0uf2Qcosga0%yu. (68)

V nésledujicim budeme dale predpokladat: v = ug +u*, v = vg + v*, tzn. zZe na
pozadi geostrofického proudéni probihaji néjaké dalsi pohyby, ug = konst., vg =0
(proudéni V7)), u*, v* < ug a konec koncti nedivergentni proudéni 88% + %”y = 0.

Neni divu, ze aproximaci musi byt celd fada (asi 10), jinak by ndm nikdy nemohly
vyjit jednoduché harmonické viny! Po prvotnim dosazeni:

d * 10P
e +0) L0 fovs +0%) + Bylve +v°)

dt p Oz
d(vg +v*)  10P . .
@ o folug +u*) = By(ug +u*).

Vsechny ¢leny odpovidajici geostrofickému proudéni (60), (61) (tj. véetné VP) ode-
¢teme a ziistanou ndm rovnice pro poruchy, kde jsme docasné pedagogicky ponechali
(Yel 7£ 0:

ou* ou* ou*

o U +UG87y=+fcv + By(ve +v*), (69)
ov* ov* ov* . .
W"‘UG%‘FUG@*—&?U — By(ug +u"), (70)
ale jinak samoziejmeé:
ou* ou* . .
a0 +UGE = +fov" + Byv”,
ov* ov* . .
E‘FUG% = —fou" = By(uc +u*).
Derivujeme-li prvni rovnici parcialné dle y a druhou dle z:
0 Ju* 0 ou* ov* . ov*
oy ot +UG37y o7 =+fc oy + Bv* + By oy’
Qo oo ow o
ox ot "oz or ~ %0x Vx>
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zmizi ndm po odecteni 4 otravné ¢leny (kvili nedivergenci) a ztistane krasnd rovnice:

o (ou* Ov* o (ou* Ov* .
a(wy‘%)*“%@y‘ax)—ﬁ”’ (71)

majici vlnovy charakter. S jednou rovnici pro dvé funkce pochopitelné nic nezmi-
zeme, nicméné bez velké jmy na obecnosti muzeme predpokladat feseni ve tvaru:

u* =0, (72)
v = Cei(kx—wt) , (73)

odkud po dosazeni:
—kwC ei(kaz—wt) + quQC ei(ka:—wt) _ 50 ei(km—wt)

a kraceni vychazi Rossbyho disperzni relace:

w:qu—g. (74)

Féazova rychlost, s niz vlny postupuji tam, prip. zpét, by bylac = Af = %. Piic =0

i
by vznikla stacionarni vlna, s w = 0 a k% = % Jedna se o nejvyznamnéjsi viny
planetarniho méfitka (obr. 13).

Obr. 13 — Rossbyho viny velkého méritka (A z 103 km) se nachazeji na rozhrani mezi mirnym

a polarnim pasmem. V ose ve vysce se také vyskytuje tryskové proudéni (angl. jet stream), vyvola-

né termalnim vétrem. Pfevzato z (http://www.geography.hunter. cuny.edu/tbw/wc.notes/7.ci-
rc.atm/rossby_waves.htm).
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2.5 Termalni vitr ve vysce

Je-li stale w = 0, v = 0, r; = 0, du/dt = dv/dt = 0, mlizeme zkombinovat
nase znalosti horizontélni (62) a vertikdlni (52) a pro rozdil rychlosti ustaleného
geostrofického vétru ve dvou vyskovych hladinach psat:

1 /10P, 1 8P1>
U —t == \\——---——=1, 75
T e (P2 dy  p1 Oy (75)
1 (10P, 10P
2T fc <P2 Jx  p1 3$> ’ (76)

kT
gumy

kde si pri hydrostatické rovnovaze, zo — 21 =
talni derivace:

In %, snadno spocteme horizon-

k or P -PoP 1 - Py Py 0P,
0-0= Tt ppz@ 2 pr2 o0y
gumy (896 nPg + P 0 B By Py 83;)
odkud vyjadrime:
OPy _ Doy POT  PoOPy_ g2 Togpns O Tops0Py
Or T Pydxr P, o T T V2 Vor T p1 Ov '
coz dosadime do (76):
fevi
_ —
1 |15 ( )3T+T2 10P, 10P
Vg~V = — | =¢g(zg —21) o + — ——— ————
2 ! fc T29 2 Yoz T, p1 Oz p1 Ox

Zcela stejné bychom postupovali pro % a obdrzeli bychom zasadni vztah:

(UQ — U1,V — ’Ul) = %%(22 - Zl) <g§, g) + <g:i - ].> (Ul,’Ul) . (77)
Popisuje totiz zmény horizontalniho vétru s vyskou, kdyz jsou piitomné horizontdlni
teplotni gradienty V,,T'. Zejména % (ve sméru J—S) byva hodné ziporny, tudiz
rychlost u ve sméru Z—V roste se z, az se proudéni nahofe (na rozhrani troposféry
a stratosféry) stdva tryskové.

Jingmi slovy: nad mistem, kde je vedro (vétsi T), je atmosféra vice ,nadychani®
(mé vétsi Hp), P(z) zde klesa relativné pomaleji, coz v porovnéani s mistem, kde
byla zima, naklani plochy konstantniho tlaku vic a vic, a jakékoliv V P nutné vede
k v. Puvodné barotropni atmosféra (P = P(p)) je nyni baroklinickd (P = P(p,T)).

2.6 Ekmanova spirala v hloubce

Zkonstruujme nyni rovnice i pro vodu, nad kterou fouka vitr. Predpokladejme pro
niw =0, r; =0 a piSme:

du 10P

?u  0*u  O*u
at __pax+fc“+”(a 2T 92 022)’ (78)
dv 10P 0%v  0%v %
7dt = _;731/ — fou+v (3 3 + 75:1/2 322> (79)
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Ekmanova spirdla v hloubce 2.6

Dale si dovolime predpoklddat ustaleny stav, % =0, % = 0, totéz proudéni
v blizkém okoli, tzn. %Z = 2—7; = % = %Z =0, %—I; = ‘Z,—I; = 0; 2. derivace jsou také

nulové, a nestladitelnost (nedivergentnost), g—g + g—; + %—Z’ = 0, ktera je pro vodu
vice nez prijatelna. Pak se nam rovnice redukuji na:

62
0= fov+ ”871: , (80)
82
0= —fcuw@i;;. (81)

Déale musime specifikovat dvé okrajové podminky (na dné a na hlading). Vitr
charakterizujeme napétim na hladiné, coz v pohybové rovnici odpovida zrychle-
nifa=vV-Vv= %V - 0, odkud plyne vztah Vv = %a, kde p = vp je dynamicka
viskozita. P¥i pusobeni na plochu Zg, kolmou na Z, a to ve sméru osy gy, mame
pouze jedinou slozku tenzoru napéti o, nenulovou, ¢ili:*°

u,v =0 proz— —oo, (82)

3u_0 ov 1

9: =0 9T

Provedeme substituci za komplexni rychlost V = u + iv, ¢imz ziskdme:

pro z=0. (83)

0%y
0=—ifcV+ Vo (84)

Obecnym fesenim je exponencidla (s védomim, ze /i = i%(l +i)aa= \/’;—C):
V= Cpeltthe L0y e~ (Hiaz (85)

Z (82) ihned plyne Cy = 0. Abychom vy¢islili 1. integracni konstantu, potFebujeme
1. derivaci:

w
0z

1
=Ci(1+i)a=i-0,y,
- 1( i)a 1M0y

odkud:

Vo

c i1 1+i [ 2 R
1:7.70'2 = — 70'2 = 4 —_—
T+iap ™ 2V fopu ™ Vicon

10 Obdobny model existuje pro pfizemni vrstvu atmosféry, kde si proudéni opét rozdélime na
geostrofické a ageostrofické (viskdzni): u = ug +u*, v = vg +v*. Pozadové geostrofické a gradienty

2, 2
tlaku se ode¢tou, zbudou nam rovnice: 0 = fc(v — vg) + V%, 0=—fc(u—ug)+ V%, spolu
s vhodné upravenymi okrajovymi podminkami: v = 0, v =0 pro z = 0 a u = ug, v = vg pro
zZ — 00.
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a tedy: _

V=u+iv=uve?®el@*+1) (86)
Zavér je ziejmy: slaby vanek miva hluboky vliv! Navic jako namornici nebudeme
prekvapeni, ze nas mofsky proud undsi o 45° jinam nez vitr (viz obr. 14).

Obr. 14 — Ekmanova spirala, vytvarena vektory rychlosti (u,v) ve smérech standardnich sou-

fadnicovych os (z,y) pro rostouci hloubky z. Vyznacen je i smér vétru (napéti) T, odpovidajici

sloZce tenzoru napéti o, . Povrchové proudéni (z = 0) je odchylené o thel 45°, ktery se s hloubkou
sta¢i po sméru hodinovych ruci¢ek. Pfevzato z Ekman (1902).

2.7 Semiempiricka konvekce

Konvekci, neboli pfenos energie proudénim, je mozné posoudit tak, ze budeme stu-
dovat pohyb jediné bubliny, ktera je trochu ¥idsi (p¥ip. hustsi) nez okoli. VyuZzijeme
pritom Boussinesqovy aproximace pro vztlak:

10P — po)Vi ) oT
02 9*—W=—g;=gavT, (87)
kde py, Vi, my, oznacuji hustotu, objem a hmotnost bubliny, p, hustotu okoli, g ti-
hové zrychleni a ay koeficient teplotni roztaznosti, jenz je pro idealni plyn roven 1.
Tento vztah implicitné predpoklada tlak bubliny neustale vyrovnany s okolim, ne-
boli P = WLHpT, dP = M%H(de + pdT) = 0 pii p = konst.

Druhou zavaznou aproximaci je, ze vSechny ridké bubliny se pohybuji vzhiru po
stejné€ draze, smésovaci délce:

{=aHp, (88)
ktera je vztazena k tlakové skale:
kT
Hp = , (89)
gHMH

pricemz parametr « se voli empiricky.
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Semiempirickd konvekce 2.7

Bublina, kterd vystoupila vzhiru mé obecné teplotu odlisnou o 7 od okoli,
a tedy mérnou tepelnou energii (v Jm~2) odlisnou o dQ:

6T

dT dT
dQ = —_— - —
@=cr (dz b dz

jez se muze prenést do okoli; cp oznacuje mérnou tepelnou kapacitu pfi konstantnim
tlaku. Pfitom vzniké4 tok tepla (ve Wm™2):

O)z o\ (90)

q)semi = dQ@ )

kde prameérnou rychlost © odvodime z pramérného zrychleni (na zac¢atku je a = 0):

=0T

nebot prace konand vztlakem se s urcitou Géinnosti 8 premeéni v kinetickou energii
bubliny:
1
Bwnal = 54@%172 ,

tudiz:

v =/2pal. (91)
Posledni problém: kde vzit VT pro bublinu a okoli? Vzdyt si ji pouze mlhavé
predstavujeme! Nemame zde sice zddnou informaci o rychlostnim poli v, ale snad

je v dost velké, abychom pro wvSechny bubliny mohli pouzit VT adiabaticky (viz
nize). S okolim nelze délat nic, jen ho preznacit na ,semi“. Vysledny tok tepla:

3

T kL [T /aT :

ésemi = CP5TP 696704 i = 042 BCPp (k) |: (d ):| 7
T gumy UMy qg dz semi

(92)
coz je semiempiricky vztah, ktery se musi pro danou aplikaci kalibrovat volbou «
a (.11 Vizualnim piikladem konvektivniho proudéni je obr. 15.

d7T
ad dz

Adiabaticky gradient teploty. Pro adiabatické déje (bez zdroje nebo vymény tepla
s okolim) plati zjednodusené stavové rovnice:

P=Kp", (93)

jejiz diferencial:
r-1 rp
dP = KTp ~"dp=—dp. (94)
P

1 Kdybychom potiebovali vyjadrit % comi PTO ucely stavéni hvézd, predpokladejme, ze veskery

mil
tok @ = 4552 je prenéasen konvektivné a invertujme (92).
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2 Atmosféry a oceany

Pro obecnéjsi stavovou rovnici bychom méli P = P(u, p, T):

oP oP oP
dP = @d,u + 6—pdp+ 8_TdT

Za predpokladu homegenniho chemického slozeni (dp = 0) odtud lze vyjadiit dT,
vypocéitat parcidlni derivace pro idedlni plyn (51) a dosadit za dp z (94):

oT oP T P T 1
dT|ad = 8_P <dP — a—pdp) = F (dP— ;dp) = F <]. — F) dP. (95)

Vidime, ze VT je uréen VP. Asi neni divu, kdyZ se vlastné nic nedéje (dQ = 0).

Bruntova—Viisildova frekvence. Vztlakové zrychleni (87) mizeme ekvivalentné
vyjadiit pomoci gradientti a dosadit za dp z (94):

_ g pdP dp\ _
o)z_ p(Fsz dz)z_ Nz

dw
— — _N?2
dz =

op

o, — 9 (] _dp
v p\dzlb dz

7 vertikalni pohybové rovnice:

ktera je obdobou harmonického oscilatoru, je potom ziejmé, ze pro N2 > 0 dochazi
k oscilacim, neboli vztlakovym vIndm. Naopak pro N2 < 0 (N imaginarni) nastéva
vztlakova (konvektivni) nestabilita. N nazyvame Bruntova—Véisildova frekvence,
nebot vystupuje také v disperzni relaci pro vztlakové viny (g-mdédy).

Obr. 15 — Stinova fotografie konvektivniho proudéni. Zmeény p a 1" zpusobuji zmény indexu
lomu n(p,T), které se projevuji ve vrzeném stinu odklanénim paprski a kaustikami. Prevzato
z (http://www.math.nyu.edu/aml/wetlab/projects/3d-convection.html).
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Kolmogorovovo spektrum turbulence 2.8

2.8 Kolmogorovovo spektrum turbulence

OvSemZe viry (bubliny) nemaji totoZné rozméry. Rozmér viru L souvisi s jeho vl-
novym ¢islem k& = 2n/L i thlovou frekvenci w jeho otéceni, skrz disperzni relaci
typu w =~ ke, kde ¢, je typicka rychlost otaceni. Muze pfitom dochazet ke splyvani
virtt nebo k jejich rozpadani, pricemz z Navierovy—Stokesovy rovnice lze odvodit
vybérové pravidlo k3 = ki + ko; nikoliv L= L+ <+ Ls! V limitnim piipadé, kdy jsou
viry stejné velké stejného sméru, plati k3 ~ 2k;, nebo naopak, je-li druhy mnohem
vétsi nez prvni, ks ~ ki + ¢ (Salmon 1998). Maximalni kala, tj. minimalni ki,;, se
nazyva vstrikovaci a je ur¢ena vnéjsimi okolnostmi (napi. rozmérem planety). Na-
opak nejmensi skala, maximalni k,, je svou podstatou wviskozni, dand molekularni
viskozitou v, zpusobujici definitivni disipaci virt.

Splyvani a rozpadani vird lze relativné snadno popsat pro nedivergentni proudéni. Nemusi se
nutné jednat o nestlac¢itelnou kapalinu, jenom to prosté ted nediverguje. Méjme tedy:

V.v=0,
ov

1
— +v-Vv=—-VP+vV- -Vv. (96)
ot p

Aplikujme proto divergenci na posledné jmenovanou rovnici (s tim, Ze operatory ptisobi vyhradné
doprava):
0 0 0
0 ™~ —_— 1 [P N—
2% V-v+(Vv):Vv+v;V;Viv; ===V -VP+vV;V;V;v;,
p
¢ili: )
(Vv):Vv=—-V.VP. 97)
p

Nyni si predstavme, ze za rychlost i tlak dosadime z jejich zpétné Fourierovy transformace:

v(r,t) = / u(k,t)e*r dk (98)

bS]
~~
X
~+
=
Il

/ qk, t) & dk . (99)

Pak ¢len vlevo:
v Ovs ) . ) ) ) .

Y5 OV _ u; ek r dke —— [ ;e dk = [ wjik; T dk [ wik; e* T dk =
Ox; Ox; ox; ox;

: im-r : in-r
//ujlmie dmu;in; e dn,

kde jsme zaménili integracni proménnou za dvé rizné, abychom mohli integrovat en bloc; a clen

vpravo:

1 2 92 92 ” o ik 1,
—IV.VP=... | — +—+— kr gk = ... —k2) ek rdk = Zk2p.
P (ax2+ay2+az2>/qe /q( )e PR
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2 Atmosféry a oceany

—ik-r

Po dosazeni provedme jesté nasobeni e , integraci pres objem f dr a vyuzijme také doprednou

Fourierovu transformaci q(k,t) = ﬁ fp(r, tye krdr:

. 1 ; 1
—///ujuim,-nj ellmrtnr—kr) gmdndr = 7k:2/pe"k"dr: —k2(2n)%q. (100)
p p

Jeden z integralu vlevo lze ovSem spocitat:
/ei<m+"*">"dr = (2r)%6(m +n — k) (101)

pro jakoukoliv harmonickou funkci to je 0, jen pro €© = 1 to diverguje, coz je pravé vlastnost
Diracovy distribuce 6. Musime ovSem integrovat od —oo do +00, abychom nahodou neintegrovali
pres ,pulviry“.

Uvédomme si, co jsme tak ziskali:

1
7//ujuim¢nj§(m+n+k)dmdn: ;kzq

tj. vztah pro fourierovsky tlak ¢, vyjadfeny pomoci fourierovskych rychlosti u, v némz vsak vy-
stupuje §. Kdybychom ho dosadili do Fourierovy transformace (96), ziskali bychom rovnici, v niz
existuje vazba mezi viry riznych vinovych vektori, pouze kdyz:

m+n—k=0, (102)

coz je ono vybérové pravidlo.

Veli¢ina vhodna pro posouzeni vird je energie & na jednotku hmoty a vlnové
¢islo, respektive jeji zavislost na k. Bylo-li toto spektrum vira vytvoreno pouze a jen
splyvanim, rozpadanim a disipaci, pak by nemélo zaviset na ni¢em jiném nez na k
a pravé rychlosti 1 disipace energie na jednotku hmoty, ktera by zase méla byt
pouze a jen funkci viskozity v. Kdyz tam zadné jiné procesy neprobihaji, tak to na
nich logicky ani nezavisi. Predpokladejme proto nejjednodussi moznou mocninnou
zévislost (stejné jako Kolmogorov 1941):

Enlk, ) = CRpP (103)
Jednotky vySe zmitiovanych velic¢in jsou piitom [k] = m~1, [€] = [mv?m ™1k~ =
m?s™2 [¢] = [mvPm 1t =m?s™ a V] = [aV 207! = m?s7!. Proto nezbyva,

nez aby exponenty splnovaly podminku:
m3s 2 =m “m2P 38 ,
tzn. 3 = —a+24, -2 = -33, f = %, a = f%. Vysledné spektrum je nevyhnutelné:
Ee(k, ) = Ck™ 395 . (104)
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Vidime, ze pro velkd k, mald L, je turbulence vskutku tlumena viskozitou. Neni
divu, ze & je klesajici.
Obdobné 1ze argumentovat a odvodit imérnost viskézni skaly:

k, = D (105)

m—l — m2’y g~ m25 S—35 ,

a proto: .
ky, =Dy~ 1y, (106)

Energie na jednotku hmoty a jednotku délky L by byla zifejmé:

EL(L, ) = Ergr = C'L3y3 (—%) = C"L 755 (107)
Richardson (1922) podle této rovnice dokonce slozil baseri: ,Velké viry maji malé
viry, dbajici jejich rychlosti, malé viry maji mensi viry, a tak dal az do vazkosti.“ :)
Reélné spektrum virdt mize byt pochopitelné ovlivnéno i jinymi procesy a od-
chylovat se od kolmogorovského. Konkrétné je mozné, ze turbulence jesté neni plné
rozvinuta. Zacneme-li s jednim virem, chvili trva, nez vznikne celé spektrum. V te-
kutiné mohou vznikat viny postupné, odnésejici urcitou energii pry¢, anebo viny
stojaté, buzené v dutinach. Casto byvéa spektrum omezeno nikoli viskozitou, nybrz
omezenym rozliSenim. V kazdém pfipadé je (107) v pfimém rozporu s (88)...

SOkm Skm 500m S0m Sm
4: T T T T T E
2F 53 E
Lo
=} E ]
- 2F =
o E
2 E
oo E
S E E
2 LE 3
4E 3
SE 3
F 33 3
oF 3
o E
®F 500m 3
gl E
o 3
4 3 2 -1 0
log k
Obr. 16 — Energetické spektrum &, odvozené z pozorovani vyvoje oblac¢nosti. Trojice graft

odpovida tfem slozkam rychlosti u, v a w. V pripadé vertikaly je velikost virt omezena na asi
500m, nad kterou jiz turbulence nemutze byt kolmogorovska. Naopak malé velikosti jsou zde
omezeny rozliSenim pozorovani, nikoli viskozitou. Pfevzato z Duynkerke (1998).
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3 Prenos zareni

Prenosu zafeni ziejmé neni vyhnuti, nebot kazdy hydrodynamicky model konec kon-
cit budeme muset porovnat s pozorovanim. Vzhledem k tomu, jaké tzasné pristroje
jsou dnes k dispozici (ALMA a spol.), jisté budeme potiebovat co nejpodrobnéjsi,
to znamena monochromaticky popis.

Nez za¢neme, ujasnéme si, jakou veli¢inu pro popis potiebujeme. Pfedstavme si,
ze ji méfime dalekohlidkem, s filtfikem a detektorkem, ktery ma jen jeden pixel.
Jisté musi jit o energii (s jednotkou J), nesmi zéviset na expoziéni dobé (s~1), na
plose ¢ocky dalekohledu (nikoli detektoru!) (m~2), jeho natodeni (podélime fakto-
rem cos ¥, kde ¥ oznacuje thel od osy detektoru), obecné vSak veli¢ina muze zéviset
na sméru, ale nikoli na prostorovém thlu vytnutém plochou detektoru (nikoli ¢oc-
ky!) neboli zornym polem (sr~!), ani na &ffce propustnosti filtru (nm~—!). Prave
takovou veli¢inou je monochromaticka intenzita:

dE

L= — =
A7 dtdS cos 9dwd\

s jednotkou Js™'m~2sr ! nm~1.
Kdybychom meérili anténkou s heterodynkem, asi bychom misto vlnové délky A
uzivali radéji frekvenci v a jinou monochromatickou intenzitu:

dE

L= dtdsS cos Ydwdr

s jinou jednotkou Js~!m~2sr~' Hz~'. Intenzité piipisujeme smér opaény, nez ja-

kym miti dalekohlidek, ¢ili kam by mifilo zafeni, kdybychom mu do cesty nic ne-
strkali; prostorovy tihel je ovSem tentyz.

Takto definovana intenzita ma velmi pozoruhodné vlastnosti, napiiklad pro ni
neplati zdkon Ctverct! Predstavme si, ze méfime piimo na Slunci (ve fotosférie;
obr. 17), zjistime asi I, = 4-10*Wm2sr ! nm™!, a to téméi nezavisle na sméru;
intenzita je zde skoro izotropni. Kdyz méfime u Zemé, miizeme bez ijmy na obec-
nosti pouzit ob¥i dalekohled s plochou dS’ = dwr?2, zabirajici malilinky prostorovy
tihel dw’ = dS/r2. Evidentné pak zachytdvame tutéz energii dE’ = dF a i intenzita
vychazi stejna I} = I,! Podstatny rozdil je ovSem v jinych smérech nez ke Slunci
(resp. od Slunce), tam je I§ = 0, ¢ili je velmi anizotropni; Slunce je mald svétla
skvrna na jinak tmavé obloze.

Pro¢ se tedy o hvézdach tika, ze jsou slabé? Cely problém spoc¢iva v rozdilu mezi
rozliSenym a nerozliSenym zdrojem (obr. 18)! Nedokazeme-li*? dostateéné zmensit
dw’, michdme svétlo a tmu, tudiz vychazi malé I. Pro nerozlisené zdroje potom
plati zakon Ctverct.

12 mj. kvuli difrakci, aberacim, seeingu
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3 Pfenos zareni

dw’ = dS/r?

Slunce

malilinky detektor

ds’ = dwr?

® Zemé

Obr. 17 — Méfeni monochromatické intenzity Iy tésné u Slunce (ve fotosfére) a u Zemé. V prvnim
pripadé mame plochu dS, coz je plocha ¢ocky dalekohledu, prostorovy thel dw, ktery je vymezen
plochou detektoru, a thel ¥ = 0. Intenzita je zde témér izotropni, i kdybychom dalekohlidek
natoé¢ili jinym smérem, naméiime témér totéz. Ve druhém pripadé (ve vzdélenosti r) volime bez
jmy na obecnosti plochu dS’ = dwr2, prostorovy uhel «’ = dS/r2, abychom zachytili vechno
zéteni z plochy dS jdouci do prostorového uhlu dw. Pak je evidentni, ze I;\ = I, nedochézi-li
mezitim k zadné absorpci, emisi nebo rozptylu. I kdybychom ale méli dalekohled jinaci, délili
bychom energii dE’ jingm dS’, dw’ a obdrzeli totozné I} .

dw dw’ = dw
=1 =—1_
ds ds’'=dS

Obr. 18 — Meéfeni intenzity I pro rozliseny a nerozliSseny zdroj. V prvnim pfipadé jsme natolik

blizko hvézdy, ze ji jsme schopni s nasim dalekohlidkem vytinajicim prostorovy thel dw rozlisit, tzn.

vidét pouze st jejiho povrchu a zméfit intenzitu Iy. P¥i vzdaleni za uréitou hranici (¢drkovanou)

se ale do téhoz prostorového tthlu dw’ = dw dostava nejen svétlo, ale i tma, proto vychazi nizsi
intenzita, I{ < Iy.

Vyse uvedené uvahy se tykaji pouze zareni ve vakuu. Pokud neni prazdno, I #
konst., protoze muze nastavat absorpce, emise nebo rozptyl, a to mnoha ruznymi
zpusoby.

3.1 Elementarni procesy

Procest je celd fada (viz tab. 1). Pfi nejvyssich energiich (resp. teplotdch; E ~ kT))
byva latka v plné ionizovaném stavu, uplatiiuje se vyhradné rozptyl na volnych
elektronech, Comptontv se zménou energie fotonu, Thomsontiv bez. Jde o volné-
volné procesy, které jsou nekvantované, a ve spektru tedy vznikd kontinuum.

V silnych magnetickych polich nastava navic synchrotronové (relativistickd) emi-
se, piip. cyklotronové (nerelativistickd). Je sice monochromatick4, ale je-li magne-
tické pole spojité proménné, vznika opét kontinuum.
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Elementdrni procesy 3.1

Comptonuv rozptyl na elektronech e~ +~v — e~ + 7 ocNe
Thomsonuv rozptyl na elektronech e™ +vy — e~ 4+ o1 Ne
synchrotronova emise e~ —e +7v

cyklotronova emise e” —e 47 o1 B2?v? /(uoc)
volné—volna emise (brzdné zaieni) ZT +e” — Z+ +e” +4 NoN;B,,./
volné—volna absorpce Zt +e +y—=Zt +e~ NeNiU,B,,.
fotoionizace Z4+~r—Zt e~ N Uy Bw
srazkova ionizace Z4+e  —Zt 42— N NeChnw
autoionizace (Augeruv jev) 7% 7t fe” N, Uy Kdiel
rekombinace (2-¢asticovd zafivd) Zt +e” — Z + NiNeAwm
3-¢asticova rekombinace Zt +2e~ = Z4+e N;N2Cum
dielektronicka rekombinace Z*t +em = 2" - Z +~ NiNeagiel
absorpce, elektronovy prechod Z4+~y—Z* N Uy Bpn
spontanni emise Z* > Z 4+~ Ny Anm
stimulovana emise Z*+v = Z+ 2y NnUy Brm
srazkova excitace Z+e” = Z*+e N NeChrn
srazkova deexcitace Z*+e” = Z+e” NiuNeChrim
fotoionizace iontu H™ H +y—H+e™ Ny Uy Bk
absorpce, vibra¢ni prechod M+~ — M*

absorpce, rota¢ni prechod M+~vy— M*

Rayleightuv rozptyl na molekulach M +~v — M + v
Ramaniv rozptyl (anelasticky) M+~y— M+~

Mieho rozptyl na prachu pz+~v —pz+7y
absorpce prachem pz + vy — pz*
emise prachem (tepelnd) pz* — pz + 7y

Tab. 1 — Elementarni procesy ovliviiuji pfenos zaifeni bud piimo, pii interakci latky a zafeni, nebo

nepfimo (srazkami). Jsou Fazené sestupné podle energie (pfipadné teploty 7', je-li definovéna),

pri které se prevazné uplatnuji. Z zde oznacuje atom, M molekulu a pz prachové zrno. Podle
Aschwanden (2005).

P¥i poklesu energii na trovein E ~ 10°eV, je ionizace pouze ¢astecnd, neustale
dochéazi k ionizaci atomti a rekombinaci iontd. Procesy jsou vazané—volné, nekvan-
tované, vznikaji pfi nich hrany spektralnich sérii (mj. Balmeriv skok v UV).

Zaroven se zminovanymi ionizacemi nastavaji elektronové prechody, pri¢emz mu-
Ze jit o absorpci, emisi nebo stimulovanou emisi. Jakozto vazané—vazané procesy
jsou kvantované a vznikaji pfi nich spektralni série, zejména v oborech UV, V| IR.
Zvlastnim pripadem je iont H™, jehoz ionizaci vznika HI. Diky jeho nizké ionizac-
ni energii (£ = 0,75€eV) jsou jeho ionizace a rekombinace velmi ¢astymi procesy
v atmosférach hvézd, projevujici se spojitym zafenim v oborech V, NIR.

Po poklesu energii na troven disocia¢ni energie molekul, vznikaji nevyhnutelné
molekuly a s nimi mnoho dalsich energetickych hladin. Vibra¢ni prechody jsou
obvyklé pii E ~ 107! eV, a relevantni zéfeni je tedy NIR, FIR. Opét lze ocekévat
absorpce, emise i stimulovand emise. Rota¢ni prechody mivaji energie jesté nizsi
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3 Pfenos zareni

E ~ 1073eV, éemuz odpovida obor FIR nebo sub-mm. V obou p¥ipadech jsou
prechody kvantované.

Zaroven nastava rozptyl na molekuldch (nebo prachovych éasticich), ktery lze
pri jejich rozméru a < A aproximovat jako Rayleightiv.

Pfi nejnizsich energiich £ < 107! eV zac¢ina depozice prachovych zrn, ¢ili snéze-
ni'3, a to zprvu zrn silikdtovych a posléze zrn vodniho ledu. Ve fyzice atmosféry se
hovoti obecné o aerosolech. Pro popis jejich interakce se zafenim je nutné pouzit
obecnéjsi Mieho rozptyl, nebot jejich rozmér mize byt a ~ .

Idealné bychom chtéli vSechny vyse uvedené procesy shrnout do dvou velicin:
opacitniho koeficientu k, a emisniho koeficientu j,.

3.2 Elementarni prenosy
Nejjednodussi prenos je jednorozmérny (ve sméru ), v homogennim prostiedi, kde

uvazujeme ¢istou absorpci. Intenzita se pak méni dle rovnice pienosu zétfeni (RTE):

dr,
Lo el 108
g Kup (108)

kde opacita k, vyjadifuje relativni tbytek intenzity na jednotku délky a jednotku
hustoty; ihned vidime, Ze ma jednotku m? kg —*. ReSenim této oby¢ejné diferencialni
rovnice 1. ¥a4du pro neznamou funkci I, (z) je exponencila:*

I,(z) = I,(0)e™™%,

kde jsme integracni konstantu C' obratem nahradili okrajovou podminkou 7, (0).
Uvazujeme-li ¢istou emisi, je prislusné rovnice:

dr,

—Y = jp, 109
o =P (109)

kde emisni koeficient j, vyjadfuje intenzitu na jednotku délky a jednotku hustoty,
éili mé jednotku Js~'sr! Hz ' kg™ '. ReSenim je zfejmé:

I, =1,00) + jpzx.

Zajimavéjsim pfipadem je absorpce plus emise:'®

dI, .

e = jup — Kuply . (110)
13 pfi vyssim tlaku kondenzace kapicek, ¢ili dést
14 Alternativné lze rovnici zapsat pro optickou tloustku 7, jejiz prirtstek dr = —k, pdz, b, —

-
—I,, I,(t) = I,(70) e~ 7. Prosttedi, pro néz vychazi 7 > 1, nazyvame opticky tlusté (Ces. nepri-

hledné); naopak 7 < 1 opticky tenké.
15 Alternativné ddI_;’ =S, —I,,kde S, = 2« je zdrojova funkce.

Ry
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Elementérni prenosy 3.2

dr,
dx

rovnici ddl; — kypl, = j,p vyresime metodou variace konstant:

Zde vyuzijeme znalosti feSeni homogenni rovnice — kypl, = 0, a nehomogenni

1,(z) = Ca)e~re,

coz po dosazeni do (110) dé:

dC
—— e T L CeT P (—kyp) = Jup — KypCeT T
dx

dC

- = .l/ eKuP17

dz Jvp

odkud: )
Clw) = 22 v 1.

Ky

Hodnotu integrac¢ni konstanty D zjistime z okrajové podminky v x = 0:

Jv
1,(0)=—=+D,
0 =2+
tudiz vysledné formadlni reseni:
_ Jv -
I, = I,(0)e fvPr 2V (1 _ g=rwre) 111
(0) e 42 ) (11)

LTE. Nékdy se latka nachédzi ve stavu lokdlni termodynamické rovnovahy (LTE).
Rozhodné to nenastava vzdy; snad lze fici, ze LTE je castéjsi v hustém prostredi,
jez jakoby mimochodem byvéa opticky tlusté. Neznamena to samoziejmeé, ze veskeré
zafeni je rovnovaze s vesSkerou latkou! Napiiklad I, (0) takové byt nemusi. Nicméné
tepelné zareni, které se z latky uvolnuje, ano. Pokud si predstavime uzavienou
dutinu (s malym otvorem pro méfeni), dostate¢né ustalenou, tam by bylo I,,(0) = 0,
I, = konst., konkrétné by bylo rovno Planckové intenzité, I,, = B,,. Odtud plyne:

0= jup - K’UIOBD

a pro pomér koeficient zvany zdrojovd funkce:

—=5,=8B,, 112
o (112)
kde: .
2hv 1
B,(T) = — . (113)
exp 7 — 1

59



3 Pfenos zareni

T oznacuje termodynamickou teplotu (latky i plynu), ¢ rychlost svétla ve vakuu,
h Planckovu konstantu, k£ Boltzmannovu konstantu. Mimochodem nam to umoziuje
vypocet emise z absorpce. Mame tudiz formalni feseni pti LTE:

I, =1,(0)e """ +B, (1 —e ") (114)

lze Fici, ze non-LTE je Castgjsi v fidkém prostiedi (téz opticky tenkém), kde je
mezi atomy velmi mélo srazek. Pak totiz prevazuji zarivé deexcitace, nizké hladiny
atomt jsou populované hodné, vysoké malo oproti LTE. Nesmi nas ani napadnout
pouzivat rovnici S, = B,.

Jinou pfi¢inou muze byt energetické zareni prichazejici odjinud, opét mélo srazek,
kdy prevazuji zérivé excitace (pumpovani), nizké hladiny jsou populované mélo,
vysoké hodné oproti LTE.

Priklad: Je opacita atmosféry venku velka nebo mala?

Resend: Evidentné mald, neb vidime do vesmiru! Smérem svisle vzhtru je fadové
dr 1

Ky = —F o 0,315z m? kg ' =3-10"%cm? g !. KdyZ je mlha, vidime naopak
mizerné a ky ~ 1,079z m?kg ™" = 1072 em? g7, i kdyZ zde jde spige o rozptyl na
kapickach, procez se v mlze nesetmi. A je zafeni v této mistnosti v rovnovaze se
vzduchem? Rozhodné ne, nebot vétsina pochézi ze Slunce, takze rovnovazna teplota
by byla T = 5780K! Lze tedy predpokladat LTE nebo non-LTE? Kdybychom
okna zatemnili, vidéli bychom tepelné planckovské spektrum, odpovidajici teploté

T ~ 300K, cili latka je ve stavu LTE.

Analytické FeSeni rovnice prenosu pro piipad konstantni opacity ukazuje obr. 19.
Pocatecni I, (0) postupné prechézi v .S,.

Opacénym piipadem by byl dvouhladinovy atom, jehoz opacita je vysoka pouze
v Tzkém rozmezi A, jak ukazuje obr. 20. Na pocatku je I,,(0) = 0, postupné se
objevuje uzka emisni c¢ara, roste I, az dosdhne trovné S,, pak se profil ovsem
rozsituje, nebot pravé v ¢afe samotné probihd absorpce (samoabsorpce); kiidla po-
stupné vytvori kontinuum. Poznamenejme, ze bez Lorentzovy funkce by nevzniklo,
nebot Gaussova klesd prili§ rychle k 0.

Z rovnice (111) a vySe uvedenych tvah zaroven vyplyva, ze kdybychom méli pro-
stiedi hustsi teplejsi dole (¥idsi chladnéjsi nahote), vzniklo by absorpénd spektrum.
Naopak prostiedi ridsi teplejsi nahore by zpusobilo kontinuum s emisemi.

Ve skutecénosti je ale problém slozity, nebot opacita je obecné funkei mnoha lokal-
nich veli¢in, k, = k, (v, p,T,X,Y, Z, pa,Ta(a),v,B,n;,...), a naopak I, ovliviiuje

vvvvvv

vvvvv
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Elementérni prenosy 3.2

log 4, [W m2sr’ Hz'1]

A [um]
Obr. 19 — Prenos zareni, Cili zmény intenzity I, se vzdalenosti x; spektrum je ovSem vyne-
sené v zavislosti na A = c¢/v. Analyticky vypocet za predpokladu konstantni opacity k, =

102m2 kg™, hustoty p = 1kgm—3, a teploty T = 300K (tzn. asi jako vzduch). P¥i lokalni

termodynamické rovnovaze (LTE) je zdrojova funkce Planckova, S, = B, (T'). Okrajova podmin-

ka byla I,,(0) = B, (Te), To = 5780 K. Spektrum proto postupné prechazi z planckovského pro
vysoké T' na planckovské pro nizké T'.

log 4, [W m2sr’ Hz'1]

0.653 0.654 0.655 0.656 0.657 0.658 0.659 0.66
A [um]

Obr. 20 — Prenos zafeni I, (z) pro dvouhladinovy atom, konkrétné prechod odpovidajici ¢ére
Ha, M2 = 656,3nm, E1a = hc/A12 = 1,8941 eV, Einsteinovy koeficienty As; = 6,4651 - 107 s 1,
Bo1 = Biz = 1,0968 - 1021 J- ' m?sr. Teplota byla T = 5780K, hustota p = 10~ 2kgm™3
(tzn. asi jako fotosféra). Pii LTE jsou populace hladin dany Boltzmannovym vztahem, na/n; =
exp[—FE12/(kT)] = 0,02238, celkova koncentrace n = ni +mn2 = p/(pmu). Pouzita byla aproxima-
ce Voigtova profilu ¢12(v), kde Gaussiiv profil pro termalni rozsifeni mél parametr o = 0,02 nm
a Lorentztv profil pro srazkové rozsifeni v = 5 - 10719 nm. Okrajova podminka byla I, (0) = 0.
Nejprve je ¢ara emisni, postupné roste, ale maximélné do tirovné kontinua dané zdrojovou funk-
ci S,. Jadro ¢ary je kompaktni, teprve kiidla zptusobuji postupné rozsifovani profilu a prechod ke
kontinuu.
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3 Pfenos zareni

3.3 Opacita plynu

Dvouhladinovy atom. Opacita plynu je ddna vlastnostmi atomi, z nichz je slo-
zen a moznymi prechody mezi energetickymi hladinami. Pro prehlednost uvedeme
vztahy pro atom majici jen dvé hladiny (1, 2) ale mohli bychom je zapsat i obecnéji
(4, 7). Emisni koeficient:

hV12
4r

kde Aoy oznacuje Einsteintiv koeficient pro spontanni emisi (v s~ , No koncentra-
ce atomti ve stavu 2 (v m~3), ¢12() normalizovany profil spektralni ¢ary. Absorpéni
koeficient:

Jup = na A1 d12(v) ,

1)16

hv
71[2 (n1Bia — naBa1)d12(v) ,

Kyp =

kde Bjs je Einsteintiv koeficient pro absorpci (v J=! m3sr), Bo; pro stimulovanou
emisi (tj. zdporna absorpce), kterd musi byt zahrnuta v &,,, nebot je Gmérna I,,, nq
je totéz jako predtim ve stavu 1,

Einsteinovy koeficienty jsou pro dany atom a ptrechod konstanty, nezaviseji na
makroskopickém stavu plynu, nebot charakterizuji jednotlivy atom. Vztahy mezi
nimi lze odvodit pii jakémkoliv stavu plynu, i pfi LTE, a ze stejného duvodu pak
museji platit i pro non-LTE. Z téchto tvah lze odvodit vztahy nazyvané detailni
vyrovnani:

03
B A
21 87'[]11/%2 21y
By = 2B,
g1

Profil ¢ary. Normalizovany profil ¢ary urcuje, jaké frekvence bude moci soubor
atomu vyzafovat. Jednak musime uvazit Gaussovo termalni rozsireni:

(v—r12 — LC"V)Q
i 202 ’

1
¢G(Va U) = \/ﬁ()’

kde parametr:
v
g = —UV19.
c

16 Nékdy se piechod charakterizuje silou oscildtoru fi2, coZ je bezrozmérné ¢éislo od 0 do 1 (pfip.
jiného celého ¢isla pro degenerované hladiny), odpovidajici podilu pravdépodobnosti absorpce
méfené (¢l pocitané kvantovémechanicky) ku pravdépodobnosti absorpce klasického oscildtoru
iont—elektron; pak

e2

Bia= —5  f.
12 Teomeinns f12
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Opacita prachu 3.4

Rychlost je dana stfedni hodnotou jedné slozky tepelné rychlosti, ktera se ndhodné
(v kvadrédtu) s¢ita s turbulentni rychlosti plynu:

kT,
_ gas _ /2 2
vr = e VA e P
my

Zaroven ve vztahu uvazujeme Dopplertiv posun, dany makroskopickou rychlosti v
plynu, resp. skalarnim soucinem se smérem lAc, ve kterém pravé pocitame prenos
zafeni.

Déle mame Lorentzovo tlakové rozsiteni:

¥ 1
v,y =—-——"—————,
N L
kde parametr:
¥ =2Nocovr

souvisi s Cetnosti srazek atomd, jez ovliviiuji hladiny.
Protoze vysSe uvedené procesy probihaji zaroven, je vysledny profil konvolu-

ci a nazyva se Voigtiiv:17

o) = [ 7 bWy — )

To, zda bude ¢ara emisni nebo absorpé¢ni, se teprve uvidi.

3.4 Opacita prachu

Geometricka absorpce. Jak zavisi opacita prachu na A7 Nejprve zkusme najit
priblizny vztah pro pfipad 2na > A, kdy je polomér a zrn velky vzhledem k dané
vlnové délce. V krychli o rozméru L méjme N zrn s geometrickym prurezem S,
a albedem A. Pro ¢istou absorpci méame tbytek intenzity dI, = —Ik)pdx; v nasem
konkrétnim piipadé:

17 Kdybychom nechtéli neustale pocitat konvoluci, lze pouzit pfiblizny vztah (fg = 20+/21log2,
fL = 27, [42])

1
F=(F& +2,69269f4 fi. + 2,42843f& f7 + 4,ATI63 fE f{} + 0,07842fc f{ + f£)®

n(v) = 1,36603]%L ~0,47719 (]%)2 4011116 <f7L)3

P12(v) = n(W)oL(v, f) + (1 = n(¥))da (v, f)
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3 Pfenos zareni

Odtud snadno vyjadiime opacitu:

K:eibs ~ Ni‘s’ _ pLS 7'[(12 (1 — A) — 3<1 — A) , (115)
pL?  Zma’pq pL3 dapa

kde pq je hustota zrn samotnych. Vidime, Ze nezavisi na A, jen na a. Submikronovy
prach s a = 0,1 um, pg = 3000kgm~2, by zpiisobil £3>* = 5000m? kg~

Geometricky rozptyl. Na prvni pohled by se zdalo, Ze co se neabsorbuje, to se
rozptyli:
3A

" dapq’

sca

ale jevy jako odraz, lom, interni odraz v kapce vody, nebo difrakce na okraji zptso-
buji dodatecny rozptyl, jemuz odpovidad dodateény prifez S’ = na?, navic k S. To
je sice divné, vzdyt stin je stejné velky jako my, ale ve vzdaleném poli by to bylo
patrné (viz gloriolu).

Rayleighova absorpce. Pro 2ma < A elektromagneticka vina se stejnou fazi pronika
celym zrnem a interaguje s jeho objemem, proto na konkrétnich velikostech zrn jiz
nezélezi. Proto k3P # f(a) navaZeme na (115), predpokldddme x> oc A* takové,

aby se a zkratilo, odkud:

abs L BL=A) (A o3r(1-A)
AT dapy 21a  2pah ]

pokud by tedy na A nezéviselo néco jiného, napiiklad optické konstanty n’, k.

Rayleighiiv rozptyl. Rozptyl na maljch zrnech vykazuje pokles jako A™%, a to od
prechodové hodnoty, tzn. S = na? (%%)47 odkud odvodime:

sca 12nta?
AT paAt

V prechodové oblasti lze ocekavat oscilace, nebot vina dopadé na zrno s nepfii-
li$ rozdilnou fazi, takze muze interferovat konstruktivné nebo destruktivné. Nékde
nastavaji rezonance vln s vlastnimi frekvencemi krystalové miize minerald; foton
miize byt pohlcen a energie odejde pevnou latkou pry¢ jako fonon. Ma-li mineral
vice rovin symetrie, ofekavame vice vlastnich frekvenci. Odezva je obdobna jako
u buzeného kyvadla. Pti laboratornich mérenich se materidly charakterizuji optic-
kymi konstantami, tzn. indexy lomu n’ (reAlnym) a k (komplexnim). Vypocet r5P,
K% se poté provadi pomoci Mieho teorie (viz obr. 21).
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Rovnice prenosu a statistické rovnovahy 3.5

T T
geometric-Rayleigh

as= 01um— e
Tum —

geometric-Rayleigh =~

108 | a=04pum — - 108 .
1010 s s s 1 pm 1010 -
0.1 1 10 100 1000 10000 0.1 1 10 100 1000 10000
A [um] A [um]
Obr. 21 — Opacita nibs pro absorpci (vlevo) a x5°* pro rozptyl (vpravo), v zavislosti na vl-

nové délce A\. Vypocet byl proveden Mieho teorii pro dvé riazné velikosti a prachovych zrn, 0,1

a 1pm. Jako material byl predpokladan pyroxen se 70% obsahem Mg, s optickymi konstantami

z databéze Jena (Jager aj. 2003). Céarkované a teckované je pro porovnani vyznacena geometricka
a Rayleighovy aproximace.

3.5 Rovnice pienosu a statistické rovnovahy

Po dosavadni pripravé mutzeme diskutovat pripad dostatecné slozity, zahrnujici
plyn, prach, emisi, stimulovanou emisi, absorpci, izotropni rozptyl, non-LTE, ne-
stacionarni intenzitu (celd rovnice je v jednotce Js~'m~=2sr~ ' Hz 's~1):

kT = 505 M )+ ) -
i J>i
SO M I CCCIERERNTIES S
i j>i

1 .
—c(KEp + Z Ky 2pa)l, + c(K3Ep + Z Hffapd)ﬁ /I,,dw pro Vk.

Piipadné délime vse ¢ (takZe jednotka je ... m~1). Rovnice se musi fesit pro viechny
mozné sméry k, nikoli pouze pro tii Z, ¢y, 2. Protoze populace hladin neznidme
a priori, musime vySe uvedenou doplnit o soustavu rovnic statistické rovnovahy:

J>i
1
- [”inj = (niBji — n;Bij) - /Iuﬂﬁji(l/)dl/}
Jj<i
+ Z [niC’ij - TLjCji] =0 pro 1= ]--~N1evels .
J#i
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3 Pfenos zareni

Hleddme neznamou intenzitu I, = I, (v, z,y, 2, t, 9, ), jakozto sedmirozmérnou (!)
funkci. Oznaceni velic¢in je nésledujici: v;; frekvence'® odpovidajici pfechodu mezi
hladinami ¢ — j, n; koncentrace atoml ve stavu i (populace hladin), A;;, B;j,
Bj; Einsteinovy koeficienty, ¢;; profil ¢ary, p hustota plynu, pq hustota prachu
o rozméru a, Ty teplota prachu, B, Planckova funkce, 2P opacita prachu pro
absorpci, xj°* totéz pro rozptyl, k% totéZz pro plyn, C;; srazkové koeficienty pro
plyn (s71), zavislé na jeho teploté T a lisici se pro dvojice atomil, iont nebo
molekul.

Kde vzit teplotu plynu 7?7 To bychom museli fesit iplné hydrodynamické rov-
nice. Kde vzit teplotu prachu 74?7 To bychom museli doplnit rovnici vedeni tepla
v prachovych zrnech.

Pro ziskani atomarnich nebo molekularnich dat lze vyuzit databaze NIST, Chian-
ti, HITRANS, Leiden nebo Kurucz, které udavaji koeficienty A;; pro urcitou pod-
mnozinu vSech moznych piechodi a kolizni frekvence C;; pro rtizné teploty plynu 7.
Nelze zohlednit vSechny prechody, to by byl problém nefesitelny (viz Grotriantv
diagram na obr. 22). Pro prach existuje napf. databdze Jena.

- Felll - -

RGN DR RS SHTREEEHT
Obr. 22 — Grotrianiv diagram pro zelezo Fel, Fell a Felll. Na vodorovné ose jsou vyznaceny

rizné kvantové stavy atomi, na svislé jemu piislusna energie I;;, kazda spojnice vyznacuje mozny
energeticky prechod. Pfevzato z Gehren aj. (2000).

3.6 Metoda Monte Carlo

Podstatou vsech simulaci Monte Carlo je vypocet néjaké pravdépodobnosti p €
(05 1), jeji porovnani s ndhodnym (nebo alespon pseudondhodnym) éislem z € (0; 1)
a néjaké rozhodnuti pro = < p, ptip. > p.

V naem piipadé jde o pravdépodobnost, Zze uréity soubor foton@!? bude v ur-
Cité ¢asti prostoru absorbovan, emitovan nebo rozptylen. Ekvivalentné si mtizeme

18 vakuova, nikoli laboratorni ve vzduchu
19 nejde o jednotlivé fotony, kterych Slunce vysila fadové 1045 s—1
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spocitat optickou tloustku 7', na niz bude rozptylen, jako 7 = —In(z), a 7 pii
integraci RTE nasc¢itdvat, dokud 7 < 7. Posléze budeme obdobné pocitat jesté
pravdépodobnost, ze soubor fotonti bude rozptylen do urcitého sméru, coz je ob-
zv1asté jednoduché pii izotropnim rozptylu, p = dw/(4n).

Metoda vykazuje urcity Sum, ktery je nevyhnutelny, protoze generujeme ndhodna
¢isla, ale ocekavatelny. Pi opakovani nemusime dostat totozné vysledky, je-li pocet
souborti fotont nedostatecny. Resenim je zvétseni podtu.

Jak je obvyklé i u jinych metod, pro numerické feSeni musime provést diskretizaci
prostoru. Sit definovand tfeba v kartézskych (z;,y;, z;) nebo sférickych (r;, ¥;, ¢;)
soufadnicich vymezuje konec¢né objemy. V jejich rdmci pfedpokladdme konstantni
hodnoty veli¢in. Zaroven si musime definovat urcité smeéry /Af, pro néz budeme pienos
fesit; nemuseji nutné prochazet body sité.

A iterace. Problém je, Ze pred fesenim RTE nevime, co se ma rozptylovat. Nemiu-
Zeme jen tak vy¢islit integral (prvni moment intenzity, zvany téz stfedni intenzita):

1
,=— [ [dw.
J, 4TE/ w

Proto na za¢atku provedeme odhad, napi. .J, = 0, a provedeme: (i) integraci rovnice
pfenosu, tzn. vypocet I, pro mnoho riznych bodt a smérd; (i) vypocet .J,, ve vSech
objemech; oboji opakujeme, dokud J,, nezkonverguje. Postup se ponékud ,zdhadné“
nazyva A iterace.

Abstraktnéji 1ze postup zapsat pomoci operatoru A:2°

J, = A[S,].

Pii zadani zdrojové funkce S, vSude (zahrnujic ovSem rozptyl, ¢ili starou J, ), prosté
vy¢islime novou J,, vsude.

Jeste abstraktnéji mtzeme napsat matici A;j, kde jsme zavedli globalni prosto-
rovy index (psany jinym pismem):

i =iy + (iy —1)Ny + (i, —1)N;N,, .

Ji=> Ay
j

vyjadiuje vazbu vSech bodi sité se vSemi body sité, zprostiedkovanou praveé fesenim
RTE.

Kdybychom méli zdrojovou funkei zapsanou takto (pro piehlednost bez rozliseni
plynu a prachu):

Pak maticové nasobeni:

v v

cem sca abs cem sca ssca
e T K Jv + K Jv

~ Labs sca  ,.abs sca ,.abs abs sca j.sca
K2PS + K K3PS 4 K3 K2 KAPS + K5 K

=B, (T)+ (1 —¢,)d,,

20 implementovany tfeba jako funkce ve Fortranu
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3 Pfenos zareni

kde posledni piiblizné rovno plati p¥i LTE?! a izotropnim rozptylu, mohli bychom
psat:
Si =B+ (1 - €6)AjS;

a iterace formalné zapsat jako Sj", Si"H. Teoreticky bychom S; mohli ziskat inverzi:
(6 — (L = €)Ay)S; = 6B,

Sj = (65 — (1 — &) Ay) " 'eaiBi,

ale bohuzel to neni mozné prakticky.

Setkavame se totiz s vicero problémy. Jednak s problémem pomalé konvergence,
kdyz opticka tloustka 7 ~ 100, pocet rozptyli je fadové 72, kazd4 iterace je vlastné
1 rozptyl a potiebny pocet iteraci Nite, ~ 72. Pfevazuje-li absorpce, Niter = (k2P +
K598 /K2PS | Souvisejici je falesna konvergence, kdy feSeni v jednom sméru konverguje
rychle, ale ve druhém velmi pomalu, coz nas mize mylit.

Dalsi je problém malého pozorovatele, jenz je schopen zachytit jen maly prosto-
rovy thel, kdezto vétsina soubort fotond unikd mimo. Resenim miize byt umélé
zvétseni pozorovatele, sledovani malych prispévka pochazejicich od soubori mije-
jicich pozorovatele, nebo feseni RTE ve sméru od pozorovatele, ale pak mizeme
narazit na problém malého zdroje.

Dalsi a nikoli posledni je problém velké matice. Uz pti N, = N, = N, = 100 by
pocet prvki byl (N, N, N,)? = 10'2, tudiZ ji nelze prakticky uloZit, natoZ invertovat!

Akcelerovana A iterace. Podstatnym zlepSenim je akcelerovand A iterace (ALI;
Cannon 1973), ktera spociva v rozdéleni matice na dvé:

Ay = (Aj — AD) + A

IJ = |j?

takové, ze A* lze invertovat snadno a ziskat A*~!. Nejjednodussi volbou byva:

A;j = diagA = 5iinj y

nebot inverze diagonédlni matice je primitivni, Ai*if1 = 1/A}. Nejjednodussim pii-
kladem takové matice pro pripad 7> 1 je:

. 2
Aij = 5'] (1 — AT2> R
i

kde ATj; oznacuje optickou tloustku mezi body i a j, resp. mezi i a i, tzn. Ze pfenos
zareni v ramci jednotlivého koneé¢ného objemu se fesi inverzi, prenos mezi riznymi

g Aji -, kde pochopitelné ,i # i, j # J* v textu!

21 pfi non-LTE bychom méli % = 7B, n, B0

a
v
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objemy iteracemi. V ivahu by pfichéazela i matice tridiagonalni. Dalsi fadové zrych-
leni je mozné pomoci Ngovy akcelerace (Ng 1974), kterd spociva v extrapolaci Si”+1
z nékolika starych hodnot S/"~* az SP*.

Piiklad vypoctu pienosu zafeni programem Radmec-3d (Dullemond 2012) je na
obr. 23 a 24.

Unikova metoda. Zjednodusenou metodu feseni RTE ziskdme, pokud spocteme
pravdépodobnost tiniku souboru fotonti:

1 1—e™ 7
DPesci = E/\/f@su(y)dydwv

kde optické tloustka (pro rizna mista, sméry, frekvence) je sama o sobé integrélem:

(i, k,v) = / Ky pds . (116)
0
Pokud matici aproximujeme pouze jako diagonalni:

Aij = 5IJ(]- - pesci) )

je problém snadno FeSitelny, nebot vyuZzijeme inverze. Vlastné tak viibec nepte-
nasime energii v ramci objemu, pouze ji nechdvame unikat do nekone¢na. Unik se
realizuje zejména v kiidlech car, kde je p.s.; vétsi. Je ovSsem otazkou, zda aproximaci
v konkrétni situaci mizeme pouzit.

Sobolevova metoda. V ptipadé velkého gradientu rychlosti nastava velky Dopplertiv

posun Av;; = vk - (v — v')/c, takze se ¢ara mize dostat mimo ¢aru a opacita
dramaticky poklesne. Optickou tloustku pak lze vydcislit jako:

A Ayjc? i
T(iv ka V) = i< “ <gnj - ni) P

8w @] g

¢ili neni dana globalnim rozmérem, nybrz lokalnim Vo, a proto neni tfeba vibec in-
tegrovat (116). Jednd vlastné o smysluplné zjednoduseni tinikové metody. Obvyklou
situaci, kdy se aproximace pouziva, je hvézdny vitr.

Mezi dulezité problémy, které jsme prozatim zamlceli, patii zejména prekryvajici
se ¢ary (blanketing), kdy se namisto jednotlivych ¢ar vytvaii malé kontinuum, nebo
Castecné prerozdéleni, kdy se mezi absorpci, emisi nebo rozptylem nezméni rychlost
atomu nahodnou srazkou a udalosti jsou do urc¢ité miry koherentni. Pak bychom
ovsem byli nuceni fesit RTE i pro rizné rychlosti v, coz by znamenalo dalsi tii
rozméry Nyg, Nyy, Nys.
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Obr. 23 — Synteticky obraz protoplanetarniho disku s mezerou otevienou planetou jupiterova ty-
pu. Vlevo je idealni obraz pro vlnovou délku A = 300 um (v = 1000 GHz), resp. monochromaticky
tok ®, v jednotkach Jansky na pixel (1Jy = 10726 Wm—2 Hzfl). Obraz byl vytvotren na zikladé
hydrodynamické simulace programem Fargo, a feSeni pfenosu zareni programem Radmc-3d (Dulle-
mond 2012). Poéet souboru fotoni byl 108. Vpravo je syntetické pozorovani interferometrem AL-
MA v maximalni konfiguraci, se zakladnami az B/\ = 3,5-106 cykli, sitkou pasma Av = 7,5 GHz,
trvanim 3 hodiny, se zac¢atkem na vysce 78°, sloupec vodni pary PWV = 0,475 mm; vysledné roz-
liseni dosahuje 0,012’. Vypocet pomoci sluzby ALMAOST (http://almaost.jb.man.ac.uk/).
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Obr. 24 — Syntetické spektrum protoplanetarniho disku z obr. 23. Monochromaticky tok &,

v zavislosti na A, pro nomindlni vzdalenost d = 1pc. Prvni maximum na A ~ 1 pum ma puvod

vznika diky zafeni od hvézdy, které je aproximované jako planckovské; okolo 10 um jsou zfetelné

silikatové pasy, druhé maximum a vétsina FIR, sub-mm a radiového zafeni pochazi od disku.
Otevfeni mezery se projevilo zejména jako pokles toku v radiové oblasti.

3.7 Priklady interpretace spektra

Pred jakoukoliv interpretaci redlného spektra si musime byt védomi vsech signalt
a Sumi, musime rozumét zpisobu méfeni, zejména instrumentalnim jevim, které
mohou zptlisobovat systematické odchylky (viz Broz a Wolf 2017).

Je-li pozorované spektrum priblizné planckovské, 1ze ocekéavat, ze pochazi od
hvézdy presnéji z jeji fotosféry, v niz se teplota T(R) pfili§ neméni a fadové je
rovna efektivni teploté hvézdy, Tog = [L/(4nR%0)]Y/%. Ocekavame oviem fadu cha-
rakteristickych odchylek: absorpéni ¢ary, mj. Balmerovu sérii vodiku; Balmerav
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skok, jakozto hranu série, a odpovidajici pokles v NUV; nerovnovazné a promeénli-
vé zafeni v FUV a radiu, o mnoho fada vétsi nez planckovské. Pro hvézdy horké
se pozoruje znac¢né prerozdéleni energie, IR — FUV. Pro hvézdy chladné se obje-
vuji tak vyrazné molekularni pasy, ze spektrum ani nelze nazvat planckovské. Pro
hvézdy deformované rotaci zase nelze pocitat s Teg = konst.. TotéZz plati pro hvézdy
deformované pritomnosti sousedni (Mourard aj. 2017).

Infracerveny exces v NIR naznacuje pritomnost horkého disku; exces v FIR zase
chladny disk. Jsou-li v disku zna¢né mezery, oteviené planetami, byva spektrum
disku oddélené od hvézdy. Je opét priblizné planckovské, ale odpovidajici nizsi T
pripadné je rozsifené kvuli T'(r).

Absorpcni pdsy (SirSi nez ¢ary) v oboru FIR zptisobuji prachova zrna. Jednd se
o projev jejich mineralogie a velikosti (viz obr. 24). Pfi ur¢itém rozdéleni velikosti
se pasy jevi rozmazané.

Symetrické dvojité emise nebo absorpce naznacuji rotujici disk, vétsinou keple-
rovsky, Vkepl(r) = \/GM, /r. Pii nenulovém sklonu viéi pozorovateli je zafeni od
vnitini ¢asti, rotujici rychle, dopplerovsky posunuto vice, od vnéjsi méné. Jen mélo
plynu se nehybe radialné vici pozorovateli. Je-li disk opticky tenky, vznika emisni
¢ara se dvéma vrcholy symetrickymi kolem Ay, respektive okolo Ao + /¢, kde ~ je
systemicka rychlost. Pro opticky tlusty disk je ¢ara absorp¢ni.

Profil P Cygni, to znamena nesymetrickd, prip. dvojita emise, kterd ma cervené
kridlo silnéjsi, je zietelnym projevem hvézdného vétru. Samotnd emise z opticky
tenké rozpinajici se obalky je symetricka, ale absorpce viditelna oproti fotosfére
hvézdy je dopplerovsky posunuta pouze do modra, ¢imz vznikd nesymetrie.

Inverzni profil P Cygni, kdy je modré kiidlo silnéjsi, by odpovidal kolabujici
obalce neboli akreci. Vznika zcela obdobnym mechanismem.

3.8 Mezihvézdna extinkce

Pohlcovani zéfeni mezihvézdnym prostiedim (ISM), pfipadné cirkumstelarnim pro-
stfedim (CSM), zésadné ovliviiuje pozorovani. Protoze je prostfedi vét$inou velmi
chladné, budeme pocitat s ¢istou absorpci, tzn.:

IA = IO e ™

)

kde opticka tloustka je integralem podél zorného paprsku:

T,\z/ H,\p(T)dTﬁIi)\/ p(r)dr,
0 0

kde doufdme, Ze opacita prostiedi (normované na p = 1gcm™=2) se podél paprsku
prili§ neméni, pouze hustota ano. Zeslabeni (extinkci) vyjddiime v magnitudach
jako:

I
Ay =m —mp = —2,5logy, Ii = -25loge™” =257loge = 1,086 7.
0
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3 Pfenos zareni

Vidime, ze A, zavisi na sméru, vzdalenosti, p(r), slozeni ISM, ¢ili k).
Provedeme-li normalizaci nulového bodu i sklonu funkce Aj, ziskdme extinkéni

funkci:
Ay — Ay
AN= -

takovou, ze pro A = V je vzdy f = 0 a pro B je 1, pak f zavisi jiz jen na opacité xy,
na ostatnich veli¢inach jen velmi slabé. Jednotlivé hvézdy se vSsak mohou odlisovat,
maji-li ve svém okoli CSM s odlisnym ) nez ISM.

Dle pozorovani dale vime, ze:

(117)

lim f(A)= Ry =3,140,1.

A—00

Protoze zaroven A., = 0, umoziiuje ndm to vypocitavat extinkci v oboru V:
Ay =Ry (A — Ay). (118)

Princip uréeni extinkce pro nezndmou * je nasledujici: vezmeme jakoukoliv bliz-
kou * stejného spektrélniho typu i luminozitni t¥idy (ty jsou urceny nezavisle na
Ay z rektifikovanych spekter), pro ni zmétime rovnou (B — V), pro nezndmou *
zméiime (B—V), prosté spoéteme rozdil (B—V)—(B—V)g = (B—By)—(V-Vp) =
Ap — Ay a7z (118) vypocteme Ay . Pro libovolnou A ji vypocteme z (117):

Ax=f(N)(AB — Av) + Ay,

znédme-li obvykly pribéh f(\).
Ovéfme jesté souvislost f(A) s k. Pro dvojici riizné vzdalenych, ale jinak totoz-
nych hvézd by rozdil jejich jasnosti bez extinkce byl:

0

Ly/d?
Ly/d3

L d
mi —mo = —2,5log = —25log = +5log L
Ly P

S extinkci by to bylo:

d d T1 T2
my —mg = 5log d—l +A; — Ay =blog d—l + 1,086 kx {/ p(r)dr — / p(r)dr] .
2 2 0 0

Dosadime-li do vyrazu:

my—mg — (Vi = Vo)  Axi — Axa — (Avi — Ava)  kx — Ky

By —By— (Vi—Va)  Ap1—Aps— (Avi—Ava) kg —ky

uvidime ihned souvislost. Pro blizkou hvézdu bychom dokonce méli Ayo = Ayo =
Aps = 0, takze po vynechani zbyteénych jednicek nam zbyva prave:

o RK)x — Ry
()\)_RB—KV'
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Prubéh f(A) dobfe vysvétluje pfitomnost grafitovych a silikdtovych zrn, které
zpusobuji zvyseni extinkce v UV na 0,217 a 0,130 pm, rist v FUV (obr. 25, Draine
a Lee 1984) a zdroven absorpéni pasy v IR. Diferencidlni rozdéleni velikosti zrn je
mocninné, a = 0,005 az 1 um, a ma sklon ¢ = —3,3 az 3,6 (Mathis aj. 1977).

L e e e e e e e e M e |
= 2f . "
< : otal: 4 e
s AN “ ]
O s . . ]
5 1Sf ]
2 r .--' 4
- 1L .
z r J
N r ]
L -]
sk

R

0 8

. -1 -1

radio IR VBU A (um™) FUV

Obr. 25 — Prufez S normovany na jeden atom vodiku, imérny monochromatické opacité x) nebo

téz extinkéni funkei f(\), vyneseny v zavislosti na reciproké vinové délce A~1. Pozorovéani jsou

vyznacena Ctverecky, model mezihvézdného prachu ¢arami. Predpoklada se slozeni z grafitovych

a silikdtovych zrn, jejichz diferencialni rozdéleni velikosti ma exponent —3,5 (oznacované jako
MRN; Mathis aj. 1977). Prevzato z Draine a Lee (1984).

3.9 Monochromaticky a integralni popis

V nékterych pripadech prece jen neni tinosné pocitat pfenos zareni pro mnoho
riznych vinovych délek, ale jsme nuceni pouzit integralni popis:

I:/ I,dv.
0

Jakou ale pouzit opacitu? Kdyz nezalezi na sméru, hraje roli pouze teplota, hus-
tota zafivé energie, nebo nas zajima emisni koeficient, je zadouci pouzit Planckovu
opacitu:
oo 1
1 fO EBDdV
— =5 1
Kp Jo B.dv

Vsimnéme si, ze i kdyby x, v ur¢itém rozsahu T nebylo zavislé na T, tak xp uz na
T zavislé je, protoZe se méni zafivé pole!

Kdyz naopak na sméru zalezi, hraje roli spad teploty, tok zafeni, je nutné pouzit
Rosselandovu opacitu:

% 1 dB,

1 _ Jo mardv
= > dB, 3

AR fy v

kde:

dB, 2m8 o 2 h h
= —|exp-— — XD~ 5 -
ar =~ & \FPrr FKPYT kT2
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3 Pfenos zareni

Prubéh této funkce je samoziejmé odlisny od B,, ¢ili se museji lisit i integralni
opacity.

U prachu je situace jesté komplikovangjsi, nebot s poklesem teploty nejprve do-
chézi ke vzniku silikdtovych zrn, pak ledovych zrn (snézeni), piipadné zrn jinych
ledti. Opacity prachu jsou tedy samy o sobé velmi citlivé zavislé na T'. Potiebovali
bychom i néjaky model sublimace a depozice. Pokud se predpoklada LTE, provede
se piislusny vypocet a stfedovani opacit (Bell a Lin 1994), ziskdme vysledek jako
na obr. 26.

Ani tak ale nelze popsat jevy nerovnovazné a nelokalni, které zaviseji na T nékde
jinde, kuptikadu kroupy na zem spadlé.

T T
ublimation of ice ublimation of dust H scattering
10000 F ice grains dust grains molecules bound-free, free-free
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Obr. 26 — Integralni opacita k v zavislosti na teploté 7', pro dvé hodnoty celkové hustoty p plynu

plus prachu. Lze rozlisit intervaly, kde pfevazuje vliv ledovych zrn, sublimace ledu, silikdtovych

zrn, sublimace silikata, molekul, rozptylu na atomech vodiku a nakonec pro nejvyssi T' volné—
vazané a volné—volné procesy v plynu, resp. plazmatu. Podle Bell a Lin (1994).
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4 Kosmologie homogenniho
izotropniho vesmiru

Pokud bychom nékdy chteli aplikovat hydrodynamiku na nejvétsi méritka, konkrét-
né cely vesmir, museli bychom predevs$im porozumét pozadi, na némz déje probihaji.
Proto bylo zafezeno nésledujici intermezzo, piihodné doplnéné preludiem B.

4.1 Kosmologicky princip

Zakladnim vychodiskem pro nas nejjednodussi model vesmiru je pozorovani, ze
na velkych meéritkach je vesmir izotropni. Ve vsech smérech vidime naptiklad témér
stejné mnozstvi galaxii (viz obr. 27) nebo kosmické mikrovlnné pozadi ma na sméru
témér nezavislou intenzitu.

Tato pozorovana izotropie a kopernikovsky princip, to jest vira, Ze nejsme na
nijak vyznaéném misté vesmiru, znamenaji, Ze vesmir je homogenni (vSude stejny).

Na druhou stranu musime zminit Kepleruv—Olbersuv paradoz. Pokud by vesmir
byl nekoneény a zaroven vécény, hvézdy v ném rozmisténé s koncentraci n a se
zarivym vykonu L, by produkovaly celkové

oo L o0
/ o2 ndnridr = Ln/ dr = o0, (119)
0 0

ale v noci je tma. Znamena to tedy, ze vesmir mél néjaky pocatek a neni staticky.

§ 2dF Galaxy Redshift Survey orp

12"

W0

g
v

Obr. 27 — Velkoskalova struktura vesmiru pozorované piehlidkou 2dF.

4.2 Einsteinovy rovnice pole

Abychom vystihli vSechny podstatné vlastnosti vesmiru, musime pracovat se za-
kfivenym c¢tyfrozmérnym casoprostorem. Jde vlastné o zobecnéni obvyklého tii-
rozmérného Euklidova prostoru, v némz vzdalenosti mezi body méfime jednoduse
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4 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

pomoci Pythagorovy véty ds? = (dz')? + (da?)? + (dz®)?. Infinetezimalni vzda-
lenost mezi udalostmi (,,body*“) v ¢asoprostoru je popisovana obdobné metrickym
tenzorem g;j:

ds? = gipda'da® = goo(da®)? + gordada’ + ...,

pricemz pres opakujici se indexy ¢ a £ = 0...3 podle sumac¢niho pravidla sc¢itdme.
Casoprostor je totiz varieta, ¢ili je lokalné plochy, obdobné jako povrch Zemékoule
vidény zblizka. Pro plochy (Minkowského) ¢asoprostor by matice g; byla jednodu-
cha:

-2 0 0 0
_ 0 1 0 O
Jir="E="1"909 0 1 0]
0 0 0 1
ale v obecném piipadé je gk (t, z, y, z) zde jiné nez g;x(t', «', v/, 2’) jinde. — po-

tfebovali bychom zjistit 4 x 4 = 16 funkci ¢asu a soutadnic (respektive jen 10, kvuli
symetrii gix = gri)-

Pravé k tomu slouzi Einsteinovy rovnice (EFE), které popisuji vztah mezi k¥i-
vosti ¢asoprostoru (metrikou g;;) a ,obsahem® vesmiru, neboli tenzorem energie
a hybnosti T, ktery je zdrojem gravitace:

1 8nG
Rir — 5 Rgix + Agix = —a Lk (120)
Prestoze tyto rovnice vypadaji ,hrozivé“, hned v nasledujici kapitole je velmi zjed-
nodusime, protoZze nas vesmir je prece homogenni a izotropni (v g;; nejsou funkce
prostorovych soufadnic ani vyzna¢né sméry).
Ricciho tenzor R;; a Ricciho skalar R jsou prvni a druhé parcialni derivace metriky podle
soufadnic: _
R=g"Ri,
Rix = Rlilk )

pficemz Riemanntv tenzor:

ar! ort ; ,
km kl 4 Flnll—‘nkm _ 1t

klm ol ox™m kl

nm

a Christoffelovy symboly:

i, — }gim (39mk 9gmi agkz) .

2 ox! ok dam

A oznacuje kosmologickou konstantu (éislo), G gravita¢ni konstantu, ¢ rychlost svétla ve vakuu.
Slozkami T}, mohou byt obecné opét funkce ¢asu, souradnic nebo rychlosti, nicméné pro idedlni
kapalinu s hustotou p a tlakem p plati (v lokalni inercidlni soustavé):

p 0 0 0
i 0 p/c2 0 0
T = )
0 0 p/c 0
0 0 0 p/c?
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Z matematického hlediska jde o soustavu 10 (nezavislych) nelinearnich parcidlnich diferencidlnich
rovnic. Neni FeSitelna analyticky, az na nékolik specialnich pfipad.

4.3 Metrika FLRW

Pri hledani homogenni metriky si polozme otazku: lze popsat kfivost jednim ¢is-
lem? Vezméme jako priklad povrch koule o poloméru R, na niz vyznacime kruznici
o poloméru r. Na rovné plose bychom ocekavali obvod 0ggekavany = 277, ale zde
bychom namérili:

. LT r 1 /7r\3
Ozméteny = 2R sin? = 2nRsin B 2nR 73 (E) +....
Kiivost je pak definovdna pomoci téchto obvodu jako:
K= § lim Oogekavany ;Ozméfeny 7 (121)
T r—0 r

coz pro vyse uvedenou kouli dava:

1

Kkoule = ﬁ .

Nyni prejdéme k méfeni vzdalenosti. Ve dvourozmérné euklidovské geometrii
a v polarnich soufadnicich bychom méli prosté (ds)? = (dr)? + (rd¢)?. Avsak na
kulové plose je (viz obr. 28):

(ds)* = (RAY)? + (rdo)?,

kde
dr dr dr

dr
Rd'l9 B = > = = .
cos v _\/131{T2 \/1 _ ;%_22‘ V1— Kr2

Zobecnéni na tFirozmérny prostor provedeme zaménou rd¢ za rdf a rsin 6 de.

Obr. 28 — Geometrie na plose a na kouli. Prevzato z [44]
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4 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

Nyni jsme teoreticky pfipraveni napsat obecnou metriku pro zakfiveny caso-
prostor:
dr?

d2:—2dt2 t27
s c + a(t) T &2

+7r2(d6? + sin®0 dp?) | | (122)
kterd se nazyva Fridmannova-Lemaitrova—Robertsonova—Walkerova, neboli zkra-
cené FLRW. Kromé (zatim nezndmé) kiivosti K jsme do ni doplnili i (zatim nezné-
mou) funkei ¢asu a(t), zvanou expanzni parametr, jez umozni popisovat rozpinini
nebo smr§tovani vesmiru. Pochopitelné v metrice nejsou zaddné funkce prostorovych
soufadnic, protoze nas vesmir je vSude stejny. V maticovém zapisu je:

-2 (0)2 0 0
0o A 0 0
ik = 1-Kr? 123
Jik 0 0 a(t)*r2de? 0 (123)
0 0 0 a(t)?r? sin® dg?

Expanzni parametr 1ze libovolné skalovat, nicméné pro prehlednost se voli ob-
vykle a(tp) = 1 dnes, pak K je kiivost, anebo K = —1,0 nebo +1, pak a(t) je
kfivost.

4.4 Fridmannovy rovnice

Dosazenim FLRW metriky (123) do Einsteinovych rovnic (120) ziskdme rovnice
pro expanzni parametr a(t) a kiivost K. Namisto ruéniho vypoctu pouzijeme alge-
braicky manipulédtor Reduce (mat () deklaruje matici a df () provadi derivaci funkce
podle parametru):

%% oznaceni souradnic (x70,x"1,x72,x"3) <=> (t,r,theta,phi)
matrix coords(1,4);
coords := mat((t,r,theta,phi));

procedure x(i); coords(1l,i+1); % matice se indexuji od 1, nikoli od 0!

%% FLRW metrika g_ik

a(t); Y; % obecna fce t
g := mat(
(=c"2, 0 >0 ,0 ),
¢ 0, (a(t))"2/(1-K*r"2), 0 , 0 ),
(¢ 0,0 , (a(t))"2r°2, 0 ),
(¢ 0,0 , 0, (a(t))"2 r"2 sin(theta)"2)
)
g_ := 1/g; % kontravariantni metrika g~ik <=> inverzni matice

%% Christoffelovy symboly

procedure Christoffel(i,k,1); begin
scalar Ch;
Ch:=0;
for m := 0:3 do begin % opet indexace g_ik, g~ik od 1
Ch:=Ch + 1/2 * g_(i+1,m+1) *
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( df (g(m+1,k+1), x(1)) + df(g(m+1,1+1), x(k)) - df(g(k+1,1+1), x(m)) )
end;
return trigsimp(Ch); % zjednodusi goniometricke fce
end;

for i := 0:
for k := do begin
for 1 := 0:3 do begin
Gamma(i,k,1) := Christoffel(i,k,1l); % ulozeni do pole setri CPU time
if (Gamma(i,k,1) neq 0) then begin
write "Gamma~",i,"_",k,1," = ", Gamma(i,k,1);
end;
end;
end;
end;

3 do begin
0:3

%% Riemannuv tenzor

procedure Riemann(i,k,l,m); begin
scalar Ri,n;
Ri := df(Gamma(i,k,m), x(1)) - df(Gamma(i,k,1), x(m));
for n := 0:3 do begin
Ri:=Ri + Gamma(i,n,1l)*Gamma(n,k,m) - Gamma(i,n,m)*Gamma(n,k,1l);
end;
return trigsimp(Ri);
end;

begin

for i := 0:3 do
= 0:3 do begin
=0:3

for k :
for 1 : do begin
for m := 0:3 do begin
Ri := Riemann(i,k,1,m);
if (Ri neq 0) then begin
write "R°",i,"_",k,1,m," = ",Ri;
end;
end;
end;
end;
end;

%% Ricciho tenzor

procedure Ricci(i,k); begin
scalar Rc,1;
Rc:=0;
for 1 := 0:3 do begin

Rc:=Rc + Riemann(1,i,1,k);

end;
return trigsimp(Rc);

end;

matrix R_ik(4,4);

for i := 0:3 do begin
for k := 0:3 do begin
R_ik(i+1,k+1) := Ricci(i,k);
write "R_",i,k," = ", R_ik(i+1,k+1);
end;
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4 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

end;
%% Ricciho skalar

procedure R(); begin
scalar R,i,k;

R:=0;
for i := 0:3 do begin
for k := 0:3 do begin
R:=R + g_(i+1,k+1) * R_ik(i+1,k+1);
end;
end;
return trigsimp(R);
end;
write "R = ", RQ);

%% tenzor energie a hybnosti T"i_k pro tekutinu

T__ik := mat(

( rhoxc~2, 0, 0, 0),

( O’ p’ 0’ O)’
( 0, 0, p, 0),
( 0, 0, 0, p)
)s
T_ik := g * T__ik; % kovariantni T_ik

%% Einsteinovy rce pole

write "EFE: ", R_ik - 1/2 * R() * g - Lambda_ * g, " = ", (8*pik*capG/c~4) * T_ik;
bye;

Vysledna slozka 00 Einsteinovych rovnic se nazyva Fridmannova rovnice:

=P

G Ac?

8 C
2+ K= —— —)a?. 124
a”+ Kc 3 p+8nG a (124)

4nG D Ac?

.. .9 2 2
+ + K¢ = ——— +3= 4+ — .
a-+a c 3 <p 2 ) a

Za predpokladu platnosti rovnice kontinuity:

1ze odvodit i jiny uzivany tvar Fridmannovy rovnice (124); nejprve ji nasobime a:
8nG
a’a+ Kcla = Tpa3 ,
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pak derivujeme podle casu:

d 3
7d2+8nGpa2 _c% (gllt)
3 ,_/?
> sGd
2ada+a2a+Kc2a:—T; 7(3‘:),

odkud ihned plyne rovnice pro zrychleni:

Abychom mohli vypocitat konkrétni pribéh a(t), potazmo p(t), musime znat
jesté stavové rovnice, respektive zavislosti p(a) pro rizné substance, coz shrnuje
nasledujici tabulka:

hmota (prach): Pm =0 Pm = Pmoa> (125)
zéfeni, neutrina: Drel = %prelcz Prel = Prelo @+ (126)
A (temné energie): pA = —pac? PA = pao = konst. (127)

Hmota (at uz ve formé hvézd/galaxii nebo jako temnéd hmota) je strhavana
rozpinajicim se prostorem a jeji hustota piirozené klesa jako 1/a®. Pro fotony se
vSak kromé poklesu jejich koncentrace uplatnuje jesté prodluzovani vinové délky,
které ovliviiuje energii podle vztahu E = hc/), takZe vyslednd tméra je 1/a’.
Hustota odpovidajici kosmologické konstanté naopak ztustava konstantni; pokud ji
prevedeme na pravou stranu EFE hovotrime téZ o temné energii.

Pro popis rozpindni se kromé expanzniho parametru a(t) pouziva také Hubbliv
parametr:

H(t) = g . (128)
Pro dnesek (z blizkych objektti) je zméfena hodnota Hy = 71km -s~' - Mpc™!,

coz ,numerologicky* zhruba odpovida rychlosti vzdalovani Mésice od Zemé. Déle
zavedeme deceleracni parametr:

q(t) = —=5 (129)

pro posouzeni toho, kdy se rozpinani zpomaluje (¢ > 0) a kdy zrychluje (¢ < 0).
Meéfitelnou veli¢inou je rudy posuv (angl. redshift), jeho definice a vztah k a(t) je:

= Adnes pozorované — )\emitované 7 14 2= @ ) (130)

)\emitované
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4 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

7 dtvodi, které budou ziejmé zahy, zavedeme kritickou hustotu jako:

3H?

Pc

Pro vypocetni ucely Fridmannovu rovnici (124) upravime s vyuzitim stavovych
rovnic:

it
:PCO
8nl
) b
W+ K* = —— (p—? + prle +pAo) a?,
3 a a

definujeme bezrozmérné velic¢iny €2 jako:

r

Pe

Q0

pak

Qm Qre
d2 + K02 _ Hg < 0 + 10
a

a?

+ QAOCLQ)

a ¢len K c? vylou¢ime pomoci téze rovnice, ale napsané pro ¢as t = to, kdy je ag = 1,
d() = Hga() = HOI
HE + Kc* = HF (Qmo + Qeeto + Qa0) 5
cili:
.92 2 QmO QrelO 2
a* = H§ — Tt Qroa” +1 = Qmo — Lreto — a0 | (132)

coz je obyc¢ejnd diferencialni rovnice 1. fadu pro a(t), kterou miizeme snadno Tesit
numericky (viz podstatnou ¢ast kédu programu fridmann ve Fortranu 77):

c pocatecni podminky

t = 0.d0
a=a.0
tout = t

¢ hlavni cyklus
do while ((t.lt.tstop).and.(a.gt.0d0))

c stavove rovnice pro hmotu (prach), zareni a vakuum => skalovani hustot
Omega_m = Omega_m0 / a
Omega_rel = Omega_relQ / a**2
Omega_lambda = Omega_lambdaO * a**2

¢ rudy posuv
z =a0/a - 1.d0

c standardni vystup
if (t.ge.tout) then
write(*,*) (t_O+sign#*t)/Gyr, a, z, Omega_m, Omega_rel,
Omega_lambda
tout = t + dtout
endif
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¢ Fridmannova rovnice
da_dt = sqrt(H_O**2 * (Omega_m + Omega_rel + Omega_lambda
+ 1.d0 - Omega_mO - Omega_relO - Omega_lambdaO))

c Jjednoduchy Euleruv integrator
a = a + da_dtxdt*sign
t =t +dt

enddo
Nékteré hypotetické vesmiry pochopime i bez programu:

1. pro prdzdny vesmir (Tj; = 0, bez A) vychazi a*> = 0, a = konst., H = 0, K = 0,
¢ili je v ném staticky Minkowského plochy ¢asoprostor (g, = 1)

2. de Sitterdv vesmir (Tj;, = 0, pouze A > 0) se vyznacuje exponencidlnim rozpi-
nanim a(t) o exp xt.

3. pro prach a plyn existuje kritickd hustota p. (viz (131)); je-li
p = p. = K =0, tzn. vesmir je plochy;
p > pc. = K >0, je uzavieny, mé kulovou geometrii;
p < p. = K <0, je otevieny, geometrie je hyperbolicka.
Pro podkriticky hmotou vyplnény vesmir plati tméra a oc t2/3.

4. vesmir vyplnény zdrenim se rozpiné jako a o< t1/2

5. nas pozorovany vesmir ma pocateéni podminky (v Case t = tg) pfiblizné Q¢ =
0,27, Qrelo = 8,24-107°, Qp9 = 0,73. Na obr. 29 a 30 vidime jeho vyvoj spocteny
vyse uvedenym programem. Mtzeme z néj odecist okamzik Velkého tresku tgp =
—13,7 Gyr, kdy je a = 0, zacatek zrychlovani v ¢ase t = —6,7 Gyr, nebo trvani
éry zéfeni (prel > pm) asi 55000 roki od Velkého tiesku

V dalsi kapitole vysvétlime, z ¢eho se odvozuji vyse uvedené hodnoty €.

4.5 Kosmologické parametry

Parametry naseho vesmiru jsou omezené predevsim tfemi pozorovanimi: i) méfenim
fluktuaci kosmického mikrovlnného zareni (CMB); ii) fotometrii a spektroskopii
supernov typu la; iii) velkoskdlovymi strukturami v rozlozeni galaxii (baryonovymi
akustickymi oscilacemi, BAO); pfipadné iv) méfenimi polarizace (viz kap. 5).

7 mérené intenzity kosmického mikrovinného zareni se vypocitava prostorové
spektrum fluktuaci (pficemz se odecte dipdlni slozka a ruseni Mléénou drahou)
a ta se fituje kosmologickymi modely (viz obr. 31). Neni to jednoduchy homogenni
model, to bychom pochopitelné nedostali zadné fluktuace CMB.?2

Twvar prostorového spektra se vysvétluje akustickymi oscilacemsi v plazmatu tvo-
feném baryony a fotony. Nejvétsi amplituda okolo ¢ ~ 200, c¢emuz odpovida thel

22 Toto zafeni vzniklo asi 380 000 rokd po Velkém tresku, kdyz doslo k rekombinaci, ¢ili zafeni se
oddélilo od latky a vesmir se stal prihledny. Jedna se vlastné o nejvzdalenéjsi objekt, ktery mizeme
pozorovat. Pozor, neni mozné tvrdit, ze vzdalenost CMB je 13,7 Gly! V okamziku, kdy doslo k emisi
fotoni, byl zdroj od néas (budouci Zemé) vzdélen jen 40 Mly. Toto zafeni pak cestovalo 13,7 Gyr
skrz rozpinajici se prostor, takze souhybnd vzdalenost nékdejsiho zdroje (dnes néjaké galaxie) od
soucasné Zemé je 48,5 Gly.
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tsp=-137G
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Obr. 29 — Vyvoj expanzniho parametru a(t) pro rizné hodnoty Qmo, Q2a0, Qrelo- Hodnota
Hubblova parametru je ve viech pfipadech Hg = 70,9km -s~! - Mpc~!

108
L 10t 1
(“o matter era Qm
< 2 o
G 10 g ]
N(\“ g Qrel
S 1
]}
< -2 i
< 10
C}E
10 |
Q4
10 RN
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 0 0.0005 0.001
t/ Gyr t—tgg/ Gyr
Obr. 30 — Casové zavislosti relativnich hustot Q' = —£- pro nas pozorovany vesmir. Rozlisujeme

pritom prispévky od kosmologické konstanty, temné ﬁmoty + baryont a od zareni. Na detailu
vpravo je patrné obdobi od Velkého tresku do 1 Myr.
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na obloze ¢ = 180°/¢ ~ 1°, se proto nazyva akusticky vrchol. Dalsimi jevy, které
fotony CMB ovliviiuji, jsou difuzni tlumeni (téZ Silkovo; jde o vyrovnavani fluktua-
ci hustoty fotony béhem rekombinace), Sunyaevﬁvael’doviéﬁv jev (tj. zména tvaru
spektra CMB rozptylem na energetickych elektronech), Sachstiv—Wolfuv jev (gra-
vitaéni rudy nebo modry posuv fotonit CMB).

Luminozitni vzdalenosti supernov Ia jsou urcované nezavisle pomoci cefeid ne-
bo Tullyho-Fisherovym vztahem a porovnavaji se s rudym posuvem matetrskych
galaxii (viz obr. 32).23

Luminozitni vzdalenost dj, je definovana jako:

L
2

dy, e (133)
kde L oznacuje luminozitu zdroje a ® méreny tok. Predpokladejme, ze zdroj je v pocatku souhybné
soufadnicové soustavy a emituje fotony do sféry o poloméru r. Plocha sféry je 4n [a(t)r]2 (i kdyz
a(t)r neni polomér pti K # 0).

Tok je vSak kromé obvyklého zdkona Ctverci ovlivnén dalsimi dvéma jevy: i) fotony maji
kvuli expanzi mensi energii £ = %, A o< a(t); ii) fotony kvili dilataci ¢asu prichézeji s vétsimi
»prestavkami“. Oba se projevi faktorem 1/(1 + z):

L1 1
S A2 14z1+42z2]

coz po dosazeni do (133) déva vztah:
dr, =r(1+2). (134)

Souhybné soufadnice r 1ze (bez dukazu) vypocitat jako:

Cc

r(z) = e S(z), (135)
kde funkce:
S(z)=1(z) proQo=1,

= ﬁsin [I(zh/ﬁ} pro Qo > 1,

= ﬁ sinh |:I(z) M} pro Qo <1, (136)
a integral:

z /
I(z) = HO/O ;(zz,) : (137)

ktery lze pocitat numericky z vystupu programu fridman.

23 K extinkei zafeni dochazi zejména v hostitelské galaxii, nikoli v mezigalaktickém prostoru, proto
jsou ruzné vzdalené supernovy zeslabeny stejné. Ostatné se nepozoruje ani vyrazné zéervenani
spekter vzdalenych supernov.
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Obr. 31 — Vlevo fluktuace intenzity mikrovlnného zafeni znazornéné barevnou skalou na mapé
oblohy. Vpravo odpovidajici prostorové spektrum, ¢ili zavislost amplitudy na prostorové frekvenci
(multipélovém momentu ¢). Nejvétsi amplitudu vykazuji fluktuace s thlovym rozmérem okolo 1°.
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Obr. 32 — Vztah mezi modulem vzdélenosti a rudym posuvem pro velky vzorek supernov typu Ia.
Prevzato z [47].

Parametry vesmiru a jejich nejistoty odvozené z dat WMAP, SN Ia a SDSS
(Spergel aj. 2006) jsou uvedeny v tab. 2.

V soucasnosti je kritickd hustota rovna p.y = zfé =10"2kg-m~3 ~ 6 protont -
m~3, ale nejsou to protony! Vétsinu obsahu vesmiru tvoii kosmologické konstan-
ta alias temnd energie, zbytek temna hmota a ,zanedbatelnou® mensinu (4 %) ba-
ryony. O leptonech, fotonech nebo neutrinech ani nemluvé. Na titulnim obrazku
vidime, jak dilezité je pozorovani riznymi metodami, protoze kazda ma jiné nejis-
toty, pficemz vyse uvedené presné hodnoty 2 jsou v jejich pruseciku.

Pozorujeme tedy 2 = Qp 4+ Qcpm + Qbaryonﬁ + (nepatrné prispévky e, v, v)
(1,00 £ 0,04), ¢ili plochy vesmir je v souladu s pozorovanim. Uvédomme si ale, Ze
v principu nelze nikdy prokézat presnou plochost!

Poznamenejme, ze A piispiva svou hustotou ke zpomalovani rozpinani (a vyrov-
navé jeho kiivost na nulu), ale zaroven svym zapornym tlakem rozpinani zrychluje.
Existuji samoziejmé i jiné hypotézy, hovori se naptiklad o kvintesenci, ktera ma
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Teplota zéreni 4.6
Hy = 70,9f§’é km-s~! - Mpc™' Hubbleiv parametr
Po = 0,94f8;gg -1072°kg - m~3 kriticka hustota
Qyp = 0,04441'8:88;? hustota baryonti
QcoMtb = O,266f8:833 hustota temné hmoty + baryont
Qa = 0,732f8’)8§g hustota temné energie
Zion = 10,5__%’78 rudy posuv reionizace
T = 0,079t8:8§g opticka hloubka reionizace
to = 13,73f8’&?7’ Gyr staii vesmiru
Tab. 2 — Parametry vesmiru a jejich nejistoty odvozené z dat WMAP, SN Ia a SDSS (Spergel

aj. 2006).

odlisnou stavovou rovnici, proménnou v ¢ase. Parametry kosmologického modelu
by se pak do jisté miry zmeénily.
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Obr. 33 — Chybové ,elipsy“ pro parametry Qmo a 20 vypoctené z méfeni kosmického mikro-
vlnného pozadi (CMB), ze supernov Ia (SNe) a ze struktur baryonické hmoty (BAO). Dulezity je

pruseéik vyplyvajici ze vSech méfeni, ktery je vyznacen Sedé. Pfevzato z [47].

4.6 Teplota zaieni

. 7 ® 7’ 7~ 7. z v v w7 v 4 z
Spektrum kosmického pozadového zareni je planckovské, coz svédci o tom, ze zareni
je (bylo) v termodynamické rovnovéaze. Za rovnovazného stavu mame ovsem podle
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4 Kosmologie homogenniho izotropniho vesmiru

Stefanova—Boltzmannova zakona hustotu energie zareni rovnu:
u=—T*. (138)

iy s g v ’ c 1.2 w1z s —4 -~
Pro zareni zaroven plati kosmologické skalovani pre = preio @™ *, tudiz:

O a0 4 —a

de 400t

odkud snadno vyjadiime zavislost teploty na expanznim parametru:
T(t) = =2 . (139)

Dosadime-li pozorovanou hodnotu Ty = 2,7 K, mtizeme odhadovat teplotu zafeni
v minulosti (viz obr. 34). V éfe zafeni (i pfed rekombinaci) navic lze pfedpokladat,
ze 1 latka byla v rovnovaze se zarenim, ¢ili méla stejnou teplotu.

Zasadnim poznatkem je, Ze nukleosyntéza ve hvézdach neni schopna vysvétlit
pozorovany velky obsah helia ve vesiru (Y ~ 0,25), vzhledem k relativné malému
obsahu uhliku nebo kysliku (Z ~ 0,02). Syntéza helia pfitom vyzaduje teploty fado-
vé T ~ 10° K, aby mohla byt pfekonana coulombicka bariéra (s pomoci tunelového
jevu).

Budeme-li tedy predpokladat, ze ,nadbytecné“ helium byl syntetizovano v hor-
kém raném vesmiru, v tu dobu muselo byt a(t) = %ao ~ 3-107Y. Z pritbéhu
a(t) pak vyplyva, ze nukleosyntéza musela probihat v prvnich minutdch po Velkém
tresku, ale ne dfive, protoze by dochézelo k fotodisintegraci jader.

Atomy vznikly az mnohem pozdéji, kdyz teplota zafeni a odpovidajici energie
fotond byla nizsi nez ionizacni energie atomt. Vypocet mizeme provést pomoci
Sahovy rovnice:

3
X2 2mmekT \ 2 X
T e = (h2 ) exp (_ﬁ) , (140)

kde X = Z= oznacuje ionizacni stupeii, n, koncentraci elektronti (odvozenou z py, =
pro a”2), me hmotnost elektronu, k& Boltzmannovu konstantu, h Planckovu kon-
stantu a y ionizacni energii atomu. Obdobi, kdy probihala rekombinace, vychazi
piiblizné od 210 000 rokt (X = 0,99) do 420 000 rokt (X = 10~2) po Velkém tiesku.
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Obr. 34 — Teplota zafeni v zavislosti na ¢ase a stupen ionizace vypocteny dle Sahovy rovnice.

Uvahy o pritbéhu teploty ve velmi raném obdobi (7" > 10'°K) jsou slozit&jsi,
protoze dochézi k fazovym prechodtim (napf. anihilaci pari, oddéleni neutrin) nebo
je rychlost expanze tak velka, ze procesy probihaji nerovnovazné.

4.7 Co je zdrojem temné hmoty?

Pro existenci temné hmoty svéd¢i pozorovani nezavisld na jakychkoli kosmologic-
kych modelech. Jde zejména o nekeplerovskou rotaci vnéjsich ¢asti galaxii (plocha
rotacni kiivka v(r)), zpisobenou halem nesvitici hmoty.

Oblaka horkého mezigalaktického plynu zaficitho v rentgenovém oboru, ktera
se pozoruji v kupach galaxii, se vyznacuji velkou rychlosti emitujicich ¢astic, jez
presahuje rychlost tnikovou (poéitanou ze svitici latky). Protoze plyn navzdory
tomu pozorujeme, musi byt kupy celkové asi 10 krat hmotnéjsi nez svitici latka.

Temnou hmotou nemohou byt stelarni ¢erné diry, ty byly vyvraceny negativnim
pozorovanim gravitacnich ¢ocek ve Velkém Magellanové mracnu.

Temna hmota musi byt nebaryonickd, protoze jinak by nukleosyntéza po Velkém
tfesku probéhla odlisné, byla by prekonana beryliova bariéra a vzniklo by mno-
ho primordialniho Zeleza (viz obr. 35). Nesmi ani interagovat elektromagneticky,
protoze by se prozradila néjakym zafenim.

Proto se uvazuje o hmotnych neutralnich elementarnich ¢asticich interagujicich
pouze slabé a gravitaéné. Mimo jiné byly navrhovany axiony nebo neutralina (su-
perpartnefi neutrin v supersymetrickych teoriich), nicméné zatim neexistuje expe-
rimentalni potvrzeni téchto hypotéz.
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Obr. 35 — Schematické znazornéni jadernych reakci, které se uplatniovaly béhem nukleosyntézy
po Velkém tiesku. Prevzato z [45].

4.8 Co je zdrojem temné energie?

Nejjednodussim vysvétlenim by mohlo byt, ze v Einsteinovych rovnicich prosté musi
byt uvedena kosmologickd konstanta A, nicméné neni uspokojivé, kdyz nemame
teorii vysvétlujici jeji velikost.

Prirozenym vysvétlenim by byla energie vakua, na nez v kvantové mechanice
nahlizime jako na prostor plny virtualnich ¢astic. Problém je, Ze z kvantové teorie
vychazi o 120 fada vétsi hodnota nez pozorovana pp! Tézko pak takové interpretaci
verit.

Meéjme jednu virtualni ¢astici o hmotnosti m =~ Acf v boxu o rozméru L ~ Az. Jeji zivotni
doba plyne z Heisenbergova principu neurcitosti:

At:iz R .
AE  mc?

Protoze nejistota hybnosti Ap > 0 i hybnost p > 0, musi minimalni hodnota hybnosti byt fadu
Pmin =~ Ap. Z principu neurcitosti vime zaroven, ze:

Ap ~ —
p Am7

takze rychlost ¢astice vyjadiime jako:

Nejvétsi vzdalenost, kterou ¢astice muze proletét, aby nevyletéla z boxu, je L = vAt. Po dosazeni:

h h h? h
L = , L2 = —F, L~ —.
mL mc? m?2c2 me

Abychom vytvorili pdr virtualnich ¢astic, musi hustota energie vakua byt:
2mc? 2mAcP
L3 — 3

Uvac =
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Nejvétsi hmotnost, kterd prichézi v ivahu, je Planckova hmotnost:

A
mp:wé:m“’ee\/,

odkud plyne:

2mgc5 2¢c7

Pt U CURUITAL & OSSN
Uvac 73 ,G2h,10 J-m™°.

Piesnéjsi teorie dava uyac =~ 10111 J . m—3. To je v piikrém rozporu s méFenou hodnotou:

up = pA02 = pCQA02 =6,22-10710J. m™3.

Nelze vyloucit moznost, ze ve vesmiru existuje néjaké dalsi skalarni pole, jako je

zminovana kvintesence.
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5 Prvni hvézdy

V prvni vété musime priznat, Ze v nasledujicim textu jde o hvézdy hypotetické.
Pry byly prvni ve vesmiru (oznacuji se jako populace III). Pry mély nulovy obsah
prvki tézsich nez lithium (metalicita Z — 0). Pry proto mély horsi ochlazovani.
24 Pry vznikly jako velmi hmotné, M = 60 az 300 M. A pry vsechny davno za-
nikly jako supernovy, konkrétné jako parové nestabilni. Zatim vSak nebyly (piimo)
pozorovany.

Nez pristoupime k teoretickému studiu téchto hvézd, musime si udélat poradek
ve hvézdnych populacich, procez jsme ptipravili karticku—tahak:

Pop I Pop II Pop III
> stari
< metalicita
<——mmmmm o moment hybnosti
——————————————— > disperze rychlosti
disk vydut samy misto
halo
oteviené kulové Zadné  hvézdokupy
obihani kmitani pohyb

Vidime, Ze Pop I je nejmladsi, kdezto Pop III nejstarsi. Metalicita roste od
Pop III k Pop 1. 2° Hvézdy Pop I se nachazeji prevézné v galaktickém disku nebo
ve hvézdokupéach otevienych, kdezto Pop II ve vyduti, halu nebo hvézdokupach
kulovych. Moment hybnosti celé skupiny hvézd je podstatné vétsi pro Pop I nez
Pop II. U disperze rychlosti je tomu naopak. Tomu piesné odpovidd pievazujici
pohyb, coz je pro Pop I obihani kolem stfedu, kdezto pro Pop II kmitani pres stied.
Pro Pop IIT o tom nemd smysl mluvit, nebot jsou tyto hvézdy vesmés osamocené.

5.1 Zpusob pozorovani

Nejslibnéjsim zptsobem jak nalézt hvézdy populace III je pozorovéni v éarfe Lyman-
a, kterd ma nomindlni vlnovou délku A = 121nm (v FUV). Zaroven vsak takovy
zdroj musi vykazovat velky rudy posuv, pfinejmensim z = 6 az 7, coz odpovida

24 74 pozornost stoji, ze na ohfivani hvézd prakticky nezalezi. I kdyz se hovori o tom, jak je
dulezité znat zdroje energie hvézd, tak jejich nejzakladnéjsi vlastnosti, hmotnost, polomér, zarivy
vykon, atd., jsou urcované ochlazovanim, nikoli ohfivanim.

25 Podrobnéji se rozlisuje Pop III.1 se Z = 0 a izolovanymi hvézdami; Pop III.2 také se Z = 0,
pouze vykazujici urcité ovlivnéni plynu hvézdami Pop III.1 a zpozdéni; Pop II ,hyper“ chudé
na kovy (HMP) se Z = 1076 a7 10~° a dalsim zpozdénim; Pop II ,ultra® chudé (UMP) se
Z =1075 az 10% a Pop II extrémné chudé (EMP) se Z = 1074 az 1073.
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5 Prvni hvézdy

obdobi reionizace vesmiru.2% Pak je ale o¢ekavana pozorovana délka:
N = (14 2)\ =847 az 968 nm (v NIR).

Sobral aj. (2015) takto pomoci Subaru/Suprimecam nasli napiiklad galaxii ozna-
¢enou ,,CR7T“ (Cosmos Redshift 7; obr. 36) silné emitujici v Ly,, se z = 6,604,
z&fivym vykonem P = 2,6 - 101 L, a linedrnim rozmérem D = 16 kpc.

Y YJHK 3.6 ym

Obr. 36 — Vzhled zdroje CR7 v ruznych filtrech, od B az k FIR (4,5 um). Emise je patrna
v uzkopasmovém filtru NB921. Prevzato ze Sobral aj. (2015).

Céra Ly, musi mit ovSem urcité charakteristiky! Pfedeviim musi byt emisni
a zka, mé-li vznikat ve stabilnich horkych atmosférdch hvézd populace III. Roz-
§ifeni je zde zptusobované pouze tlakem a rotaci. Spektroskopie pomoci VLT /X-
-shooter a Keck/Deimos (obr. 37) ukdzala u zdroje CR7 rozsifeni Av = AN/ ¢ =
= (266 4+ 15) km s, coz odpovid4 obvodové rychlosti norméalnich hvézd. Potvrzuje
to i pozorovani ¢ary Hell na A = 164 nm, majici Av = (130 4 30) kms~!.

12 CR7 VLT+Keck o
CR?7 VLI/X-SHOOTER 31
1.0 CR7 Keck/DEIMOS \
NB921 filter profile
% 0.8 --- Skylines
=
= 0.6
2
s 0.4
£ o
0.0
0.2¢
: U . . |

1200 1205 1210 1215 1220
Restframe Wavelength (&)

Obr. 37 — Spektrum zdroje CR7 pofizené spektrografy VLT /X-shooter a Keck/Deimos. Pfevzato
ze Sobral aj. (2015).

Jinak existuji dalsi t¥i obvyklé zdroje emise: aktivni galaktickd jadra (AGN);
Wolfovy-Rayetovy hvézdy (WR); ¢erna dira (BH), resp. akrecni disk okolo ni. Prvni
byl vyloucen, protoze by mél Av ~ 1000kms~! kvili rotaci disku; nepozoruje
se ani zadny rentgen, radio nebo metalické ¢ary. Druhy by dosahoval az Av ~

26 Vztah mezi z, expanznim parametrem a a Casem t lze nahlédnout v kap. 4.
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Rovnice popisujici vznik 5.2

~ 3000kms~!, coz je termindlni rychlost hvézdného vétru; nepozoruji se ani zadné
profily P Cygni. Tieti by mél také Siroké ¢ary a zaroveil nizsi emise (asi 102 krét).
Nanestésti se takto podarilo vyloucit i samotné hvézdy populace III, protoze tok
v FIR na A > 3 um se zda pfilis maly (10 krat).

Celé spektrum (SED) je ovSem mozné vysvétlit kombinaci (obr. 38): Pop III
(vétsina zareni UV — NIR) + nebuldrni kontinuum + metalické hvézdy (se Z =
= 0,2 Z5) + mezigalaktické prostiedi (IGM) + extinkce (tj. prach). Pomoci pozo-
rovani HST/WFC3 se dokonce podafilo rozlisit zdroj na 3 (A, B, C; obr. na titulni
strané), pficemz Ly, emituje jen A. V Zaddném piipadé se ale nejednd o piimé
pozorovani jednotlivych hvézd.

1

i - ’ ® CR7=A+B+C ' 1
r | P A B+Conly (HST) |
»
0.5 ﬁ ( —
[ \ ]

1og(F,) [wiy]

enriched

Poplll
|

clumps B+C

ol e e by P |
0 1 2 3 4 5

wavelength [um]

Obr. 38 — Absolutni spektrum CR7 a jeho modelovani pomoci nékolika populaci. Prevzato
ze Sobral aj. (2015).

Obr. 39 — Snimek CR7 pomoci HST, s rozliSenymi komponentami A, B, C. Prevzato ze Sobral
aj. (2015).
5.2 Rovnice popisujici vznik

Vznik jednotlivych prvnich hvézd mtizeme ovsem studovat pomoci hydrodynamic-
kych rovnic a jejich numerického feseni (Abel aj. 2002). Nejedna se vSak o snadnou
tlohu! 1. problém je gravita¢ni kolaps reaktivni latky, pii némz vznikaji nestability.
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2. problém je pfevaha chladné temné latky (CDM), kterd vytvaii potencidlové ja-
my, a proto potfebujeme kosmologicky kontext. 3. problém je tudiZ rozliSeni, nebot
potfebny dynamicky rozsah je vice nez 10'°, abychom popsali zaroveii kosmologii
a 1 objekt; toto se musi Fesit pomoci adaptivniho zjemtiovani sité (AMR). 4. pro-
blém jsou razové vlny, které jsou i tak prilis tzké; abychom je spravné spocetli mezi
burikami sité, musime pouzit Riemannuv fesitel (Godunov 1959).

Pocatecni podminky se voli obvykle na z = 100, tzn. v natolik raném vesmiru,
kdy muzeme predpokladat, ze fluktuace vsech veli¢in nezdviseji na skdle. To je tak
jednoduché (ploché) prostorové spektrum, ze jednodussi uz byt nemize.

Okrajové podminky jsou neméné dilezité; nemiizeme simulovat cely vesmir.
Uvazujeme-li krychli o rozméru alespon 128 kpc, miizeme pfedpokladat, Ze sou-
sedni krychle vlevo—vpravo, nahore—-dole, vpredu—vzadu jsou v nasem vesmiru dosti
podobné, ¢ili okrajové podminky volime periodické. Drzime-li souhybny rozmér
konstantni, tzn. sledujeme rozpinani prostoru ve zvolené kosmologii, zadna hmota
nevytéka nebo nevtéka pouze kvili rozpinani. Odpovidajici vlastni vzdalenost je
pak:
dcomoving 7 (141)

142

kde z se zmensuje, €ili dproper Toste. Na 2z = 0 by bylo dproper = 12,9 Mpe.

Pro numerické feseni se musi provést diskretizace rovnic. V ptivodné hrubé ho-
mogenni siti s fadové 5123 ~ 10® buiikami musi postupné dochézet ke zjemiiovani,
pfi hustoté p > 5pp nebo je-li méné nez 64 bunek na Jeansovu délku, ktera vymezuje

lokdlni gravitacni kolaps:
[3n TkT
Ry=4{—==—— 142
J 32 Gumup’ (142)

kde I' oznacuje adiabaticky index, k£ Boltzmannovu konstantu, T' teplotu, G gra-
vitac¢ni konstantu, p stfedni molekulovou hmotnost, myg hmotnost atomu vodiku
a p hustotu.

Nesmime samoziejmé zapomenout na zadné dulezité fyzikalni procesy probihajici
v baryonické ldtce. Konkrétné jde o rtizné reakce atomi, ionti, elektroni a posléze
molekul, H, HY, H™, e~, He, Het, He?*, Hy, HJ, a to zejména:

dproper =

H+e —H +7,
H +H—Hy+e |
H+H+H—-H,+H, (143)

tj. dtlezita tricasticova reakce, kterd se uplatnuje v pozdéjsi fazi. Prenos zareni se
uvazuje, ale pouze opticky tenky (protoze tlusty je obtizny). Jednéd se vyhradné
o pfenos v Cardch atomarnich a molekularnich (protoze zadny prach zatim neexis-
tuje); pfipadné Comptonuv rozptyl na volnych elektronech. Musime uvazit i ohfev

Znovu zdiraznéme, ze ,,vSechno* zavisi na chlazeni! Logicky: chlazeni ¢imkoliv —
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snizeni P i VP — gravitacni kolaps. Navic, plati-li: zvySeni p — zvysSeni chlazeni,
pak nevyhnutelné nastavd — rychly kolaps v témze misté — fragmentace oblaku.

Vznik prvnich hvézd proto probihal nésledovné (obr. 43). Malé fluktuace hustoty
temné latky vedly k hierarchickému shlukovani temné i baryonické latky, presné-
ji feceno neutralniho plynu (nikoliv plazmatu, nebot jsme jiz v temném obdobi
po rekombinaci). Plyn se ale na rozdil od temné latky muze ochladit rota¢nimi
a vibra¢nimi pfechody Hy (nikoliv elektronovymi, na to je jeho teplota pfili§ nizka,
T ~ 200K), proto se mtze vice soustfedit v potencidlové jamé CDM. Na z = 30
a7 20 tak vznikne pre-galakticky objekt neboli minihalo s hmotnosti asi 10° M),
v ném oblak 4000 Mg, (tj. obdoba velkého molekularniho oblaku z dnesniho vesmi-
ru), v ném self-gravitujici fragment 100 Mg, v ném protostelarni jadro 1 My, a to
diky vySe zminované tricasticové interakci. Akrece pak pokracuje pres disk, ¢imz se
hvézda postupné zahfeje, nacez se zahteje celé minihalo a vznikne pouze 1 hvézda
na 1 objekt. Proto ocekdavame osamocené hvézdy populace III.

Jinymi slovy, za vznikem hvézd stoji chemotermalni nestabilita: vice Hy z (143)
— zvyseni chlazeni — zrychleny kolaps — vice Hs ... Bez dalsiho by nastala dalsi
fragmentace, ale nestabilitu limituji: (i) zvukové viny rychle vyrovnavajici rozdily
hustoty; (ii) husté, opticky tlusté prostfedi zabranujici ochlazovéani; (iii) celé jadro
se nakonec stane molekularni, ¢ili neni kde brat.

gas density: 6 kpc

gas temperature: 6 kpc 600 pe
é

Obr. 40 — Simulace vzniku ,,prvni“ hvézdy ve vesmiru. Nahote je kosmologicky kontext, upro-
stfed detail rozlozeni hustoty plynu a dole detail teploty. Pfevzato z Abel aj. (2002).

Musime si téz polozit dulezitou otazku. Kam se ,ztratil* moment hybnosti L?
Nikam! Jedn4 se totiz o veli¢inu, kterou nelze disipovat; muzeme ji nanejvys prenést
odnékud nékam. V zdsadé existuji dva jevy, které kolapsu mohou branit — VP (viz
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5 Prvni hvézdy

vyse) anebo pravé rotace (velké |L|). Rotujici latka je sice pfitahovana gravitaci cen-
tra, ale mé natolik velkou obvodovou rychlost, vkepi = /GM /7, ze pad mé podobu
kruznice. Bud byl |L| od zacatku nulovy, nebo nebyl nulovy. Uspé&sné kolabujici
oblaky se vyznacuji tim, ze jejich L je asi jen 10~% préimérného L. Déle probéhl
transport L pomoci supersonické turbulence, ¢ili vird, prostfednictvim V P, respek-
tive rdzovymi vlnami. Ostatné v kazdém viru je latka majici mensi nebo vétsi L
(vzhledem k centru), pfi¢emz malé L padd dovnitt (obr. 41).

Size: 40 kpe (comoving)

x=y plane
HE - 2« 1062

1, = 4208 Myr

Obr. 41 — Supersonicka turbulence v okoli prvni hvézdy. Barevné je znazornéna rychlost v jed-
notkach rychlosti zvuku (Machovo ¢islo). Pfevzato z Bromm aj. (2009).

Vsimnéme si, jak dramaticky se li$i vznik prvnich hvézd od vzniku pozdéjsich!
Predevsim pozdéji existuji prachova zrna, tzn. makroskopické objekty se spojitym
tepelnym spektrem; ochlazovani je proto ,,prilis“ ucinné, takze alespon zpocatku
jde témér o volny pad (Tcool < Tiree). Zarovenl jiz existuji jiné hvézdy, ovliviiujici
stav mezihvézdné latky, energetické kosmické paprsky, vysoka ionizace, kvili niz
obtiznéji funguje ambipolarni difuze, tj. drift neutralnich atomu vzhledem k ionttm
drzenym externimi magnetickymi poli.

Hmotnost prvnich hvézd vychazi v intervalu 60 az 300 Mg, ale je zde stéle nejis-
tota. Spodni mez je dédna nepokracujici fragmentaci. Horni mez zptisobuje: (i) fo-
todisociace Hy — omezeni chlazeni; (ii) zafeni Ly, pii T = 10*K sice zptisobuje
chlazeni H, ale i tlak zafeni P,,q a namisto akrece nastava dekrece v polarnich ob-
lastech; (iii) fotoionizace, vznik HII v celém oblaku; (iv) fotoevaporace akre¢niho
disku; (v) fotodisintegra¢ni nestabilita, tzn. pohlceni v — zmenseni P,,q — urych-
leni kolapsu — vznik ¢erné diry. Ocekavana supernova také odvrhava okolni plyn.
Ziejmé je dilezité zapocteni zpétné vazby na okolni plyn.
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Reionizace vesmiru 53

Pak ale mohly v ramci populace III vzniknout hvézdy nadvakrat. Uplné prvni
hvézdy Pop II1.1 totiz vytvori difuzni ionizujici zafeni, zvané Lymanovo—Wernerovo.
Jeho zpétna vazba na okoli je ponékud nejistd, muze byt pozitivni i negativni.
V kazdém pripadé ovlivni okolni plyn a lze ocekéavat urcité zpozdéni tvorby hvézd
Pop I1L.2, ¥4dové 108 yr (obr. 42).

Bromm aj. (2009) také zminuje moznou roli primordidlniho deuteria D, od né-
hoz pochéazi molekula HD, tzn. dalsi rota¢ni a vibracni stavy a uc¢innéjsi chlazeni.
Nakonec je zde hypotetickd moznost, ze by tvorbu hvézd mohla ovliviiovat zatim
nezndmé Casticova fyzika. Napiiklad je-li CDM neutralino, pak ma velky ucinny
prurez pro anihilaci a mtze dochézet k materializacim part jinych c¢astic.

Obr. 42 — Predstava prvnimi hvézdami ovlivnéné mezihvézdné latky. Prevzato z Bromm aj.
(2009).

5.3 Reionizace vesmiru

Hvézdy populace III béhem své existence naprosto zasadnim zptisobem ovlivnily
cely vesmir — zpusobily totiz jeho reionizaci. Pfedpokladame-li reionizaci vyhradné
UV fotony hvézd populace III, muselo 0,01 % az 1% baryonické latky byt v téchto
hvézdach. M4-li kazda fadove 102 Mg, a (dnesni) typicka galaxie 10! M, ptipadalo
by jen 10* az 107 hvézd na 1 galaxii, coZ je sice ndzorné predstava, nicméné galaxie
tehdy jesté neexistovaly.

Pripomernime, Ze rekombinace nastala jiz na z ~ 1100 (Zeidovié aj. 1969), re-
ionizace nejpozdéji na z ~ 6 (Gunn & Peterson 1965). Reionizaci miZzeme mimo
jiné méfit pomoci polarizace kosmického mikrovlnného pozadi (CMB). Méni ji totiz
volné elektrony podél zorného paprsku, na nichz probihéd Thomsontiv rozptyl (bez
zmény energie fotonu). Je-li intenzita fotont CMB jakkoliv anizotropni, projevi se
to polarizaci v rozptylenych e~ do strany. Predstavme si elektromagnetickou vlnu
(popsanou k) jdouci svisle, tzn. naprosto anizotropni. Setkava se s jednim volnym
e~ . Elektrické pole E kmité kolmo na k, rozkmita tedy e~ vodorovné. Ten samy e~
opét vlnu vyzafi, ale ne nutné v pivodnim smeéru. Pii pohledu zboku uvidime E
kmitajici vZdy vodorovné (jako e™), ¢ili iplnou linedrni polarizaci.

101



5 Prvni hvézdy

Rozlisuje se ovSem polarizace dvou druhii: polarizace E, lokalné izotropni, vzni-
kajici zminovanym rozptylem anizotropniho zareni, a polarizace B, lokalné pra-
voto¢iva nebo levotoéiva, zptisobovana gravitaénimi vinami?” (na velkych thlech,
resp. malych stupnich ¢) nebo gravitacnimi ¢ockami (na velkych ¢). Namisto inten-
zity I se obvykle uziva teplota T', resp. namisto fluktuaci 61 fluktuace 67T, protoze
CMB maé beztak planckovské spektrum. Fluktuace sice dosahuji 67 ~ 100 uK, ale
polariza¢ni signél nanejvys 3 uK (E; B od CMB zatim nebylo spolehlivé zjisté-
no). Prakticky je potfeba z méieni spoéitat vikon prostorového spektra PPE nebo
kross-spektra PTF pro nizké stupné ¢ < 10. Adam aj. (2016) takto z méfeni druzi-
ce Planck/HFT odvodili odpovidajici optickou tloustku 7 = 0,058 4 0,012 a pribéh
reionizace mezi z,; = 6 az 11 (viz obr. 43).

1.0

10 12 14 16
z

Obr. 43 — Pribéh stupné ionizace 1 — Q) v zavislosti na ¢erveném posuvu z. Prevzato z Adam
aj. (2016).

Fluktuace ovliviiuje téz Sunyaevﬁv—Zeidoviéﬁv jev, neboli inverzni Comptontv
rozptyl (se zménou energie fotonu) na energetickych e~ v mezilehlych kupach ga-
laxii. Muze byt bud tepelny (od ndhodnych pohybtt), nebo kineticky (od systema-
tického pohybu), ale ptislusné fluktuace jsou pouze 0Tksz < 1,6 uK. Systematické
nejistoty jsou zptisobované prachovym poptredim, které se musi diisledné odecitat,
nebo prusakem mezi Stokesovymi slozkami I, Q,U.

5.4 Rovnice pro supernovy

Poklidny vyvoj hvézd s nizkou nebo i nulovou metalicitou bychom mohli popsat kla-
sickou soustavou: rovnici kontinuity, hydrostatické rovnovahy, tepelné rovnovahy,
prenosu zafivou difuzi, prenosu konvekci, zmén chemického slozeni, konvektivniho
promichévani a samozifejmé rovnici stavovou (viz napf. Harmanec a Broz 2011).

27 predstavme si gravita¢ni vinu (popsanou k) jdouci svisle. Prostor, zafeni CMB i oblak e~ se
ve sméru & L k stdhne a ve sméru § L 2 A9 L k roztahne. P¥i pohledu zboku vidime vice (Z) nebo
méné (§) linedrné polarizovaného zareni. To ale znamend, ze polarizace B ma jiny smér nez E,
konkrétné o +45°.
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Rovnice pro supernovy 5.4

Metalicita mé pfitom na vyvoj zdsadni vliv, jednak se lisi poloha hlavni posloup-
nosti, jednak jsou velké rozdily na horizontalni vétvi.

Chceme-li vsak popsat hvézdy az do exploze supernovy vcetné, potiebujeme
ponékud vyssi level: rovnice GRNRHD, tzn. obecné relativistickou neutrinove—
—radia¢ni hydrodynamiku (Miiller aj. 2010). Ty kromé klasickych jevii museji zo-
hlednit zmény hydrodynamickych veli¢in zptisobované zakfivenim casoprostoru.
Nejstruénéji je lze zapsat (prozatim bez zdroji):

v, J* =0, (144)
v, T =0, (145)

kde J#* = put oznacuje proud baryonické latky, TH" = phutu” + Pg"” tenzor
energie a hybnosti, p hustotu, u” ¢tyfrychlost, P tlak, h = 1 + U + P/p mérnou
entalpii, U mérnou vnitini energii; V,, jsou kovariantni derivace, v nichz vystupuje
metrika g,,,,, popisujici kfivost ¢asoprostoru. Metriku bychom jako obvykle zjistili
FeSenim Einsteinovych rovnic pole (120).

Namisto obecné metriky g,,, se pro numerické vypocty ¢asto uzivé formalismus
dle Arnowitta—Dessera—Misnera (ADM), s metrikou zapsanou jako:

ds? = g, dr,de, = —a?dt? + v (da’ + Bidt)(de? + p7dt). (146)

Navic nés zajimé jen jedno misto ve vesmiru (kde to exploduje), dovolime si proto
predpoklédat, Ze ve velkych vzdalenostech je ¢asoprostor plochy, v;; = gf)‘“yij, kde
¢ oznacuje konformni faktor. Pak ma metrika 5 volnych parametrt, resp. funk-
ci (a, ¢, 8%, které vystupuji prakticky ve vsech rovnicich. Pro pienos neutriny se
vyuziva variabilnitho Eddingtonova faktoru a aproximace ,ray-by-ray-plus“.

Rovnice zde vypisovat nebudeme (viz Miiller aj. 2010), ale zahrnuji vyse zmi-
nované rovnice hydrodynamiky, zachovani e™, p, n, «, dalsich jader, Einsteinovy
rovnice, momenty intenzity neutrin v, prenos v, uzaviraci relaci, srazkové c¢leny,
srazkové integraly, opacity neutrin, stavovou rovnici. Chybi zde oscilace neutrin,
ale ty jsou dilezité az ve vétsich vzdalenostech od centra. Momenty intenzity, ¢ili
integraly pres smérovy kosinus p = cos:

1 1
{J,H,K,L} = 5/1IH{071’2’3}du (147)

se pouzivaji proto, ze bychom jinak v kazdém bodé museli feSit pfenos ve tfech
smérech, coz by byl sam o sobé Sestirozmérny problém. Namisto toho vyuzivame
pro popis hustotu energie (resp. 0. moment), tok (1.), tlak (2.). Rovnice pfenosu se

vz

pak ,zjednodusi“ a vypadaji jako na obr. 44.
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Obr. 44 — Jedna z mnoha ,,désivych® rovnic GRNRHD pro vypocty explozi supernov, konkrétné
jde o pfenos energie neutriny. Pfevzato z Miiller aj. (2010).

Mechanismus supernov s kolapsem jadra je zalozen jednak na neutrinové bom-
bé, zajistujici ohrev latky zespodu, a jednak na hydrodynamickych nestabilitdch
(Miiller aj. 2012; obr. 45): (i) konkrétné konvektivni (stoupani horkych bublin);
(ii) stojaté akre¢ni razové (SASI; Blondin aj. 2003). Nestabilita SASI vznik4 takto:
kazda trochu sikmé razova vina generuje turbulenci na rozhranich — turbulence je
nesena proudem plynu podzvukovou rychlosti v dovnitf — amplituda je zesilena
konvergenci — pfi turbulenci se generuji zvukové vlny, sifici se rychlosti ¢ ven —
razova vlna je jimi naruSena (stava se Sikméjsi, asymetrickd se stupném ¢ = 1 az 2)
— vytvari vice turbulence. .

Nékdy se uvazuji alternatlvm mechanismy: (i) akustické viny buzené dipolarnimi
oscilacemi protoneutronové hvézdy (Burrows aj. 2006); (ii) magnetorotaéni nesta-
bilita (MRI; Burrows aj. 2007); (iii) fazové prechody kvarkové latky (Sagert aj.
2009).

5.5 Parové nestabilni supernovy

Specifickym pripadem jsou parové nestabilni supernovy, v jejichZ progenitorech do-
chazi k produkci para:
2y e +et

za podminky, ze energie fotond F., v centru dosahuji pfinejmensim klidové energie
elektronu, Fy = 0,51 MeV. Tim se ovSem spotiebovavaji fotony v — klesa VP, .4,
ktery je hlavnim pfispévkem k celkovému VP u horkych hvézd — jadro se smrsti
— piislusny ohiev zptsobi termonukledrni pulz (konkrétné hoteni C, O, Si, N) —
nastava expanze a vyhoz — prip. opakovani, a pak hovorime o pulsa¢nich superno-
vach.
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Obr. 45 — Ttirozmérna simulace exploze supernovy s kolapsem jadra, na niz je vidét rozvinuta
nestabilita . Pfevzato z Miiller aj. (2012).

Rozhodujicim parametrem, zda hvézda exploduje jako SN PI (nebo PPI), ¢i
nikoli, je hmotnost heliového jadra. Podle zjednoduseného 1-rozmérného modelu
Woosleyho (2017) to nastéva pro Mye > 40 Mg, zejména je-li Z < 1+Zc a ma-li
hvézda slaby vitr. Pro Mpye < 62 Mg dochazi ke zminovanym pulzacim. Odpovida-
jici rozsah na hlavni posloupnosti je asi M = 70 az 140 Mg, ale s vétsi nejistotou.
Progenitorem pfitom miize byt ¢erveny veleobr (RSG), modry veleobr (BSG), svi-
tivd modra proménna (LBV) nebo Wolfova—Rayetova hvézda a zfejmé také hvézda
populace III. Podil parové nestabilnich a vSech supernov vznikajicich kolapsem
jaddra (s M > 8 M) pro standardni pocateéni funkci hmoty (IMF) se sklonem
q=-1,35je f = (707 — 140%) /(8% — 1507) = jen 3,3 %.

Co se tykd pozorovéani supernov typu PI, Cooke aj. (2012) nalezli slibné nadsvi-
tivé supernovy s energii ., ~ 10** J na z > 2 pomoci snimkt CFHT sklédanych za
celou sezénu (¢ili zpétné). Spektroskopie pomoci Keckova dalekohledu byla prove-
dena az po 5,2 letech, nicméné vzhledem k dilataci ¢asu to bylo 626 dni v klidové
soustaveé. Bohuzel se ve spektru objevuji cetné ¢ary kovu, ¢ili se v zddném pripadé
nemuze jednat o zanik hvézdy populace ITI. A proto nezbyva nez doufat, ze se takové
unikatni pozorovani zaniku prvni hvézdy ve vesmiru podari v budoucnosti. . .
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Obr. 46 — Roztfidéni typu supernov podle poéatecni hmotnosti hvézdy a metalicity. Prevzato
z Heger aj. (2003).
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Obr. 47 — Spektrum nadsvitivé supernovy SN 2213—1745, pravdépodobné parové nestabilni.
Pievzato z Cooke aj. (2012).
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6 Hydrodynamika srazek
asteroidu

Pri srazkach pevnych téles se potykame s nasledujicim problémem: télesa na zacatku
zabiraji jen omezeny prostor a okolo je vakuum. Po srazce se vSak rozpadnou na
ulomky, které odlétaji vysokou rychlosti. Vypocetni doména by tak musela byt
zbytecné velika a kdyby se ukazalo, ze Glomky leti ,do Préic*, byli bychom tamtéz.
Proto je mnohem vyhodnéjsi pro srazky pouzit popis lagrangeovsky, pii kterém se
pozorovatel pohybuje s proudénim kamkoliv.

6.1 Lagrangeuv popis

Sepisme nejprve potiebné rovnice. Rikali jsme, Ze sledujeme pohyb, ¢ili na levé

strané pouzivame zasadné totalni ¢asové derivace. Jde o obdobu pohybovych rovnic,

jak je zname pro hmotné body, a = % Rovnice kontinuity je tedy (v jednotkach

kgm—3s71):
dp

=—pV- 148
7= PV, (148)
Navierova—Stokesova rovnice (ms~2):
d 1 1
Y _SVP-V3+-V-S, (149)
de p p
1. véta termodynamicka (Jkg 's1):28
= &
dU 1 1. T o
Poissonova rovnice (Jkg™' m~2):
V2@ = 4nGp, (151)
stavova rovnice pro pevnou latku (Tillotson 1962; Pa)2:
2 bpU
A(p%—l)—kB(pﬂo—l) —|—apU—|—ﬁgJrl pro U < Uiy,
To 2
F= bpU Lo 1 £o 1
apU + . [:3 JrA(f')iofl) e A(F-1) | ema(F-1) pro U > Uy,
Tg 2 Tt

(152)

28 Dvouteckovy soucin tenzort S : €;; je skalar ZZ E]. Sijeij, kde pres opakujici se indexy i a j
scitame, i kdybychom sumy zapomnéli; zde zavedené ¢;; se jinak nazyva tenzor malych deformaci.
29 Piiblizns zohlednuje i fazové prechody, ostatné ¢len pU odpovida idealnimu plynu; dokonalejsi
stavovou rovnici by byla ANEOS (Melosh 2000) nebo SESAME (Plesko aj. 2014), ale tyto nejsou
volné dostupné.
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konstitu¢ni rovnice pro pevnou latku (Hooketiv zdkon; Pas™1):

% =21 3 [Vv+ (VW)"] + (k2 — 2p11) V- v I (153)

Znaceni jest nasledujici: p hustota, v rychlost, P tlak (izotropni ¢ast), S tenzor
napéti (deviatorickd ¢ast), U mérné vnitini tepelnd energie (tentokrat na kg), po
hustota pfi nulovém tlaku, Uy vnitini energie pfi nulovém tlaku, U;, pri pocinaji-
cim vypatrovani, U., pifi uplném vypareni, A, B, a, b, o, 8 dalsi parametry stavové
rovnice, 1 dynamickd (prvni) viskozita, po objemové viskozita, I jednotkovy ten-
zor.30,31

Kdybychom chtéli konstitu¢ni rovnici rozepsat maticové, vidéli bychom, Zze:

Ovy 1(0vy 4 Ovy ) 1( 9vs | vy
Sll 521 531 Oz 2\ Ox1 ' Oxo 2\ 0z, ' Oz
ﬂ S S. S —9 1(0vp 4 Ovy Oug. 1( 0vs 4 Ovy +
dt 12 22 32 - Ml 2 arl 8I2 612 2 BCEQ 813
S1s 523 Sss 1(0vg 4 Ov ) 1(0dvg | vy dva
2 axl (91’3 2 81‘2 axg 8z3
Ovy | Ovy | Ovg
8$1 + 8:172 + 8:E3 a g 8 0
_2 Quy 4 Ova 4 dug
+(/’L2 3/’61) 0 69:1+8;E2+8w3 0
0 0 Ovy | Ova | Oug

Bxl 6372 6!);3

Vsimnéme si, Ze se zde tenzor napéti § velmi 1isi od tekutin! Napéti je v pevné
latce pritomno, i kdyz pohyb ustane. V tekutinach by napéti existovalo pouze pfi
vzdjemnych pohybech; konstitu¢ni rovnice by proto byla bez ¢asové derivace vlevo,
tzn. § = py [Vv + (V)T + (2 — 2p1) V - v

Kolik je zde nezndmych funkci? Jde o p(t), v(t), U(t), ®(t), P(t), S(t), tzn. 13,
pocitame-li 1 vektor jako 3 skalary a symetricky tenzor jako 6 skalart. Uvédomme
si, Ze se jedna vyhradné o funkce ¢asu, nikoli soufadnic! Nékdy se pouze setkdvame
s tim, ze se body kontinua ,indexuji“ pomoci poédteénich souradnic (rg), ale to
jsou pouhé znacky, nikoli nezévislé proménné.

6.2 Elasticita, plasticita a praskliny

U pevnych latek musime byt obezietni, nebot platnost Hookeova zakona je omezena.
Plati pouze v elastické oblasti (viz obr. 48), ve které je vztah mezi deformaci (tj.
relativni zménou délky) a napétim linedrni, schematicky ¢ = Eo; kde E oznacuje
Youngtv modul pruznosti.

Pak ovsem nasleduje plastickd oblast, kde deformace rostou i pii takika konstant-
nim (velkém) napéti. Toto popisuji poddajné vztahy (angl. yielding), napiiklad von

30 Symboly Vv, (Vv)T jsou tenzory druhého fadu se slozkami V;v;, resp. V;v;.

31 Faktor —%#1 je pted V - v proto, ze izotropni pusobeni jiz bylo vyclenéno jako tlak, resp. VP,
¢ili zde ho musime odecist! V Navierové—Stokesové rovnici, tzn. po provedeni V - §, by odpovidal
faktoru +%,u1.
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Elasticita, plasticita a praskliny 6.2

Misesovo kritérium. Jde o horni mez pro tenzor napéti, resp. jeho neizotropickou
Cast:

2 1
S=fS, f=min [%1] . Jy = isaﬁsaﬂ (154)
kde Y oznacuje mez pruznosti.
napéti o // mez pevnosti
!

YT / plasticka

deformace
elastickd
deformace

deformace ¢

Obr. 48 — Typicka zavislost mezi napétim o a deformaci € pro pevné latky. Prvni oblast, elasticka,
je pFiblizné linedrni, o = Ee. Druh4 oblast je plastickd, ve které € roste i pii stdlém (velkém) o ~ Y.
Nakonec je pfi ur¢itém e piekrodena mez pevnosti. Podle Maindl (2013).

Nakonec musime uvazit mez pevnosti, po jejimz piekroceni se nepatrné poru-
chy v materidlu rozvijeji jako praskliny, rostouci fadové polovi¢ni rychlosti zvuku.
Grady a Kipp (1980) pro popis téchto jevi zavedli parametr poskozeni D (angl. da-
mage), 0 < D < 1, a provadéji logickou tpravu celkového tenzoru napéti pro piipad
stlacovani nebo roztahovani:

— Pdop+ (1 —D)Sup pro P >0,
Oag = (1-D)Ps (155)
- (1- ag+(1—D)S,s pro P <0.
Zcela znifeny material (rozuméj rozdrceny na prach) s D = 1 nevykazuje zadna
nediagonélni napéti ani se nijak nebrani roztahovani.
Souvisejici a neméné dulezitou vlastnosti materialu je koncentrace poruch, re-
spektive jeji rozdéleni (Weibull 1939):

n(e) = ke™ (156)

dle aktivacni meze €, nad kterou se za¢nou poruchy rozvijet v praskliny; k, m jsou
materialové parametry. Rovnice pro vyvoj poskozeni je:

3 313
@) e

kde ¢ je rychlost riistu poruch (fadové polovina rychlosti zvuku ¢), Rs polomér

pfislusny objemu, v némz poruchy studujeme, a parametr o = 8ncik/[(m + 1)

dD3
dt

w3
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6 Hydrodynamika srazek asteroiddi

(m + 2)(m + 3)]. Podrobny popis této slozité problematiky je uveden v Benz
a Asphaug (1994).

6.3 Metoda hlazena ¢asticova (SPH)

Pro numerické vypocty se Casto pouzivd metoda SPH (z angl. smoothed particle
hydrodynamics), ¢ili metoda hlazenda ¢asticovd. Namisto kontinua uvazujeme mno-
Zinu vzajemné interagujicich ¢astic (obr. 49). Hustota je prosté dané jejich poctem
v daném objemu. Pohybuji se jako by $lo hmotné body (dle lagrangeovskych rov-
nic), ale maji samoziejmé pfisouzeno vicero vlastnosti (v, U, P, S). Mozna bychom
jim proto neméli fikat ¢astice, ale radéji ,numerickéd vozidla“.

0.4 T 11
+
R +
+ ’ —
++ i+ : 4 o 10
0.35 [+ ++Jr ' -
+
FSHE + N 92
< § 5
E : + g
X o3 SN 118 §
> : —_
+ + vi S
- <= J— 5 S + 5]
( — 7 £
Vi ++( o+ N 7 =
025 i 5 % a0 b +_
R SN U=
02 £ + B g
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
X/ km

Obr. 49 — Grafické znazornéni rozlehlych ¢astic v metodé . Polomér zde odpovida hladici délce h,
interakce (gradienty) se poéitaji pro éastice vzdélené méné nez 2h.

Vezméme nejprve rovnici kontinuity (148). Vyuzijeme néasledujici integrélni re-
prezentaci funkce pomoci konvoluce s Diracovou distribuci d:

v(r):/Qv(r’)é(|r—r'\,h)dﬂ.

K ¢emu nadm to viibec je, vyjadfit hodnotu v bodé r pomoci hodnot ,nékde jin-
de“?! Genialita postupu (Gingold a Monaghan 1977, Lucy 1977) spo¢iva v tom,
ze d nahradime vhodnou diferencovatelnou funkci W, zvanou kernel, a nasledné se
elegantné zbavime vsech prostorovych derivaci, konkrétné V - v. Cili:

v(r)i/ﬂv(r’)W(\r—r'Lh)dQ, (158)

kde €2 oznacuje oblast prostoru, h hladici délku; jde o aproximaci s piesnosti O(h?).
Pak vyjadiime divergenci:

Vv(r)= /Q[Vr/ v W (lr —r'|,h)dQ =
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Metoda hlazend &&sticova (SPH) 6.3

/vr,- W(r — '], h))dQ — / N W (r = ], h)AQ =

= 0 na hranici
—_—
/ virYW(lr—r'|,n)dl' —... =
219}

_/ v(r’)~VT/W(|r—r’|,h)dQ:/v(r’)-VTW(\r—r’|,h)dQ, (159)
Q Q

kde jsme vyuzili derivaci souc¢inu, Gaussovu vétu a skutecnost, ze na hranici je ker-

nel W roven nule. Poznamenejme, %e operator V nejprve piisobi na 7/, ale na konci

jsme uplatnili antisymetrii VIW. Derivace samoziejmé nezmizely uplné; zistal nam

zde ale jakysi vazeny prumeér gradientu W, ktery lze pfi zvoleném W predpocitat.
Diskretizace v prostoru spoc¢iva v nahrazeni integralu sumou:

Nokolo
Vevi= Y v VW (I —rjl, h) 2L (160)
j=1 Pi
pfi¢emz s¢itdme pouze pres ¢astice nachéazejici se v okoli |r; — r;| < h.
Nejjednodussi diskretizace v ¢ase by zfejmé byla:

dp ) pn—i-l pn
L5 5 161
dt At (161)
vysledné explicitni integracni schéma je pak:
Pt =l = Atpl Y v VW (|r — h) 24 e
7 J
Pro Navierovu—Stokesovu rovnici (149) bychom potfebovali V P:
VP(r)= / [V P(P)W (|r — '], h)dQ = / PV, W (|r—r'|,h)dQ
Q Q
coz po diskretizaci vede na:
. m;
VP =Y PVW(|r; —rjI,h)p—. (162)
J

J

Tento vyraz vsak neni symetricky vzhledem k i, j, coz se ukazuje jako nebezpecné
z hlediska numerického. Obdobné musime vyjadrit V - S:

V-S8(r)= /Q[VT/ -S(IHW (lr — '], h)dQ = /Qs(r’) VW (lr—r'|,h)dQ
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6 Hydrodynamika srazek asteroiddi

¢éili:
VS =8 VW (| -yl )22 (163)
; Pj
s touz poznamkou.

Pro energetickou rovnici (150) bychom potiebovali jesté znat diskretizaci tenzoru
(pséno radéji ve slozkach):

m
Vv = / VatalW (1 = .1 = 3 03, VbV (I = i, )2
Q

j J

Celd metoda SPH by tedy mohla vypadat takto (piSeme ovSem strucnéji W;;(h)
namisto W(|r; — rj|, h)):

n+1 — pz Atpz ZV VWU ZL B (164)
J
Vi =y [71 ONALAOE FESSUR L AOL N
iy J vt J
UMt =UP — AP i VWij(h)% +
J J
3 3

+Zzsn ;Z n iW~(h)+ n iW(h)& (166)

af 3 Vg O Y Vaj dzg N pn

a=1p=1 j “ !

Pro jednoduchost jsme si dovolili vynechat gravita¢ni zrychleni (—V®), abychom
nemuseli Tesit Poissonovu rovnici, nicméné viz nize.

6.4 Alternativni vyjadfeni prostorovych derivaci

Existuji ovSem i alternativni lepsi formulace (ekvivalentni az na O(h?)), které jsou
numericky stabilngjsi (Cossins 2010, Price 2008). Vychézeji z lagrangianu nebo
z nésledujici vektorové identity, resp. gradientu soucinu:

VPp* = p*VP + Pap® Vp,

odkud: )
VP = I’ [VPp* — Pap®'Vp| .

Specialné pro a = 1:
1
VP = p [VPp—Pp~'Vp|,

coz by mimochodem presné fesilo konstantni P. Pro a = —1 bychom obdrzeli:
VP =pVPpt+Pp~vp,
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Kernel ¢ili hladici funkce 6.5

coz by naopak zachovavalo celkovou hybnost. Tlakovy ¢len by mél po provedeni
prislusnych diskretizaci podobu bud:

1
VPi = p_ Z (Pl - Pj) VWU(h)mJ s
L
nebo:
P, P
VPi=piy <? + p—;) VWij(h)m; ;

j : J
obzvlasté posledni je krasné symetricky.

6.5 Kernel ¢ili hladici funkce

Idedlné by mél kernel W spliiovat tyto pozadavky: i) normalita, ii) kompaktnost,
iii) limita pro h — 0 je ¢ funkce, iv) pozitivita, v) byt ryze klesajici, vi) symetrie,
vii) hladkost. Splnit vSech sedm najednou je takika nemozné, napiiklad Gaussova
funkce postrada ii). Nicméné nejpouzivanéjsi kubicky spline na tom neni Spatné,
lze mu vytykat jen vii) (obr. 50, R =r/h):

3 %—4R2+4R3 proO§R<%,
W(R,h):W 3—4R+4R?*—3R® proi<R<1, (167)
0 pro R>1.
Jeho prvni derivace je:
—8R+ 12R? pro0 < R < 3,
W’(R,h):ﬁ —4+8R —4R? pro%SR<17 (168)
0 proR>1,

druha je lomena a tfeti nespojita. Volba hladici funkce muze ovlivnit presnost feseni
a je nutné ji vénovat zvySenou pozornost, obzvlasté v pripadech derivaci vyssich
Fada.

Obr. 50 — Kubicky spline W (R, h) dle rovnice (167).
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6 Hydrodynamika srazek asteroiddi

6.6 Uméla viskozita

V pripadé nadzvukovych srazek se setkdvame s rdzovymi vlnami, coz pfi omeze-
ném rozliSeni znamend skokovou zménu, ¢ili nekoneéné gradienty. Rovnice (164)
az (166) pak bohuzel diverguji. Resi se to ,rozmazanim“ priibéhu veli¢in pomoci
uméle zvysené viskozity®? (Monaghan 1989):

2
QayCs,ijHij + ﬁav:uij
pro v;; - ri; <0

Pij
0 jinak,

Hij =

kde
hVij . rij

Hij = |rij|2 + éh2

a parametry jsou obvykle .y, = 1,5, fav = 3; ¢ = 0,01 je malé cislo. Ziskdme
tak konvergenci, ovSem za cenu ztraty rozliSeni. Obvyklym testem je porovnani
s analytickym FeSenim rézové trubice (Sod 1978).

Cleny, které musime doplnit, jsou jednak — ;m;IL;;V;;Wi; do rovnice (165)
a jednak +3 . m;lliv; - V;Wi; do (166), protoze to, co se viskézné zbrzdi, se
v zajmu zachovani celkové energie trochu zahfeje.

6.7 Metoda k-d stromu

Nyni je tfeba pfiznat, ze v metodé SPH je skryt zadrhel, vlastné dva: i) musime
hledat, které ¢astice jsou v okoli vSech ¢astic, ii) gravitace je dalekodosahova sila,
tudiz musime beztak sé¢itat pres vSechny pro vSechny. Oboji by vedlo k ,,brutalnimu®
algoritmu o slozitosti O(N?), coz je zdsadni omezeni pro N > 103.

Nastésti existuje algoritmus se slozitosti O(N log, N), nazyvany k-d strom, ne-
boli k-rozmérny strom. V nasem piipadé bude tiirozmérny, ale kvtili ndzornosti je
zde dvourozmérny. Namisto zdlouhavého slovniho popisu jej rovnou implementuje-
me v objektovém jazyce Python. Nejprve si vytvorime tfi tfidy — pro ¢astici, uzel
a strom, dle nichz se budou vytvaret jednotlivé objekty:

class Particle(object):
def __init__(self, r):
self.r = r

class Node(object):
def __init__(self, particle, left, right):
self.particle = particle
self.left = left
self.right = right

class Kdtree(object):
def __init__(self, k, particles):
self .k = k

32 Alternativné bychom museli pouzit riemannovsky algoritmus, presné nebo priblizné resici
Rankinovy—Hugoniotovy rovnice (Godunov 1959, Roe 1981).
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Metoda k-d stromu 6.7

def build_tree(particles, depth=0):
if len(particles) ==
return None

axis = depth 7 self.k
particles.sort(key=lambda particle: particle.r[axis])
i = len(particles) // 2 # median index

return Node( \
particles[i], \
build_tree(particles[:i], depth+1), \
build_tree(particles[i+1:], depth+1), \
)

self.root = build_tree(particles)

def main():
r = [(2, 3), (5, 4, (9, 6), (4, T, (8, 1), (7, 2)]
particles = []
for i in xrange(0, len(r)):
particles.append(Particle(r[il))

kdtree = Kdtree(2, particles)

if __name__ == "__main__":

main()

Co vidime: na konci v hlavnim programu se prosté zavola hlavni funkce. V ni
si pripravime seznam c¢astic. Volanim Particle se vzdy vytvari objekt castice.
Objekty zde pouzivame proto, abychom pozdéji ¢asticim mohli snadno pripsat dalsi
vlastnosti, napi. hmotnost, ze. Voldnim Kdtree vznikd objekt strom, pficemz se
spousti prislusnd metoda __init__, kde se definuje rekurzivni funkce build_tree.
Ta ttidi ¢astice pti prvnim volani podle jejich souradnice x, nalezne index medianu ¢
a voldnim Node tvori jeden uzel, sestavajici z ¢astice, levé vétve (s ¢dsticemi majicimi
x < x;) a pravé vétve (z > z;), kteryzto obratem vrati. P¥i druhém voldni t¥idi
podle y, pak znovu dle z, y, atd. az nezbude nic. Vysledny strom je nakreslen na
obr. 51 a 52.

Pro hledani nejblizsiho souseda bychom do tfidy Kdtree doplnili vhodnou me-
todu, opét s jistou rekurzivni funkci:

def nearest_neighbor(self, destination):
best = [None, float(’inf’)] # particle & squared distance

def recursive_search(node, depth=0):
if node is None:
return

particle, left, right = node.particle, node.left, node.right
node_sqdist = square_distance(particle.r, destination)
if node_sqdist < best[1]:

best[:] = particle, node_sqdist # in-place!

axis = depth 7 self.k
diff = destination[axis] - particle.r[axis]
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6 Hydrodynamika srazek asteroiddi

Obr. 51 — Dvourozmérny strom vytvofeny ze Sesti (zlutych) éastic. Svislé a vodorovné linie
vyznacuji, kde se strom rozvétvil podle soufadnice = (¢ervené) nebo y (modie). Jako prvni probéhlo
vétveni v bodé se sourfadnici x; = 7.

(7:2)
o, troven 0
(5;4) (9;6)
O, o droven 1
(2:3) / CHRERNICEY
o (] o troven 2

Obr. 52 — Jiné znazornéni téhoz stromu, na kterém je patrné vétveni. Uzel v trovni 0 se nazyva

close, away = (left, right) if diff <= 0.0 else (right, left)

recursive_search(close, depth+1)
if diff*x2 < best[1]:
recursive_search(away, depth+1)

recursive_search(self.root)
return best[0], math.sqrt(best[1])

a volali ji jako particle, dist = kdtree.nearest_neighbor((8, 5)). Vratila
by pochopitelné (9, 6) a 1.4242...33. Vidime, ze doslova na pér fadcich lze do-
sahnout kyzené slozitosti, respektive jednoduchosti. Uprava pro hledani Nyyolo nej-
blizsich ¢astic jest trivialni.

S vyhodou mizeme strom pouzit i pro rychly, ale jen priblizny vypocet gravitac-
niho zrychleni. Prerekvizitou je, Ze si pro vSechny uzly (rekurzivné) spocteme jejich
celkovou hmotnost node.tm, polohu tézisté node.cm a kvadrat celkového rozméru
node.sqgsize. Pak si zvolime oteviract ihel @open v radidnech a zrychleni spocteme
(rekurzivné):

33 Alternativné se misto stromu pouziva linedrni seznam (angl. linked list).
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def compute_gravity(self, destination, phi=0.5):
phi2 = phi*phi
eps = 1l.e-16

def recursive_gravity(node):
dist2 = square_distance(node.cm, destination)
ag = [0.0] * self.k

if node.sgsize/(dist2+eps) < phi2: # do NOT open this node
if dist2 > eps:
tmp = node.tm/(dist2*math.sqrt(dist2))
for i in xrange(0, self.k):
agli] = tmp*(node.cm[i]-destination[i])
else:
dist2 = square_distance(node.particle.r, destination)
if dist2 > eps:
tmp = node.particle.m/(dist2+*math.sqrt(dist2))
for i in xrange(0, self.k):
agl[i] = tmp*(node.particle.r[i]-destination[i])

for branch in node.left, node.right:
if branch is not None:
accel = recursive_gravity(branch)
for i in xrange(0, self.k):
ag[i] += accellil
return ag

return recursive_gravity(self.root)

Kdyz je uzel (se svymi vétvemi) maly nebo daleko, takZe vytnuty thel ¢ <
Popen, PoCitdme pouze gravitaci t€zisté. V opa¢ném piipadé uzel otevieme a s¢itdme
gravitaci ¢astice a obou vétvi. Cim mensi Popen, tim presnéjsi vysledek, ale pfi

©Yopen — 0 skonéime samoziejmé s O(N?).
6.8 Multipdlovy rozvoj

Existuje ovsem moznost, jak vypocet gravitace zpiesnit i pfi zachovani slozitosti
O(N log, N). Namisto pouhého tézisté spocteme pro soubor N hmotnych boda vi-
cero gravita¢nich momenti neboli multipdli (Stadel 2001, str. 8). Vyuzijeme pfitom

radovou notaci, kdy se podtrzenim oznacuje nikoli index nybrz pocet indexti:
N
M2 =" mai (169)
i

Pak M2 = M = %", m; je monopdl, tj. skalar znamy jako celkovd hmotnost, ML =
M7 =3 m;x] dipdl, vektor odpovidajici tézisti (ktery bude nuloyy, budeme-li x;
k t87i8ti rem vztahovat, ale spoéteme si jej pro kontrolu), M2 = M* =3 m;ala?
kvadrupdl, M2 = M7* oktupdl, ML = M7*™ hexadekupdl, p¥ip. tenzory radi
jesté vyssich.
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Gravitaéni potencial souboru hmotnych bodid posléze muzeme vyjadfit pomoci
Taylorova rozvoje okolo tézisté (viz obr. 53):

(i)

—~N= 00
G 1 n
=3 —mi =Y mir(ren +xi) = - oGl ME, (170)
i v i n=0

kde jsme promptné vyuzili definice (169) a zkraceného zapisu 0,, = 0/0r™. Aproxi-
mace pochopitelné spoc¢iva ve sc¢itani jen do n < oo, napt. 4.

+
+ me
my mo

r;

Obr. 53 — K vypoctu gravitacniho potencialu ® v bodé P, zptisobovaného soustavou /N hmotnych
bodu. Bod T oznacuje polohu tézisté této soustavy. Podle Stadel (2001).

Abychom nepocitali spoctené, méli bychom multipdly spocétené pro vétve vy-
uzit pro vypocet multipélu uzlu. Nejedna se ovsem o trividlni soucet, protoze se
becnéni v ,Silené* zavorkové notaci, kdy zavorky uzaviené pres podtrzené indexy
znadi s¢itani pfes vSechny unikétni permutace (Stadel 2001, str. 17):

posunuto

M2 = Min=mgm) (171)
m=0

kde vektor d’ je onen posun. Pti implementaci je vSak vse nutné rozepisovat. ..

6.9 Poclatecni a okrajové podminky

Vytvoreni pocatecnich podminek pro simulace srazek je jednoduché — spociva
generovani pozadovaného poctu céastic SPH, jejich rozmisténi uvnitt koule, resp.
simulovaného télesa, pfifazeni po¢ateénich pg, vy, U. Casto se pouzivé rovnomérné
rozmisténi ¢astic; nelze pouzit zcela ndhodné, protoze by vznikaly neredlné velké
gradienty. MoZzn4 je optimalni néco mezi tim (viz Diehl aj. 2012).

Okrajové podminky jsou jesté jednodussi, nebot okolo je vakuum, ¢ili nemusime
délat nic. Ostatné metoda SPH je pro tento pfipad zvlasté vhodna.

V opa¢ném (horsim) piipadé bychom museli vytvéaret virtudlni édstice s vhodny-
mi vlastnostmi, které by vymezovaly hranici. Pfipisuje se jim odpudiva sila, ktera
brani unikani normalnich ¢astic z daného prostoru. Druhou mozZnosti je pouziti
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Fragmentacni faze 6.10

ducharskych cdstic, které aktualni stav ¢astic uvniti prostoru zrcadli vné, pouze
rychlosti jsou opacné.

6.10 Fragmentaéni faze

Po kontaktu projektilu a terce zacina prvni faze srazky, a to hydrodynamicka frag-
mentace terce. Pro ter¢e o velikosti planetek (D < 100km) lze simulaci provadét
metodou SPH (Benz a Asphaug 1994) bez vlivu gravitace, tzn. bez feSeni Pois-
sonovy rovnice.>* Pozadujeme ale, aby jeji trvani odpovidalo pfinejmensim dobé
prichodu razové viny ter¢em tam a zpét:

2D

imp

Atmin = ~40s.

Naopak nejdelsi pfipustna doba je ddna pomérem typické rychlosti vyhozu v, coz
pfirozend byva vesc = \/2GM/R, a gravita¢niho zrychleni a, = GM/R?, éili:

) 3
Atpax = —= =4/ ~10%s.
ag 2nGp °

Prabéh jedné takové simulace zachycuje obr. 54.

6.11 Reakumulaéni faze

Druhou navazujici fazi je gravita¢ni reakumulace. Tu je mozno v prvnim priblizeni
pocitat naopak bez jakékoliv hydrodynamiky, jako Cisté gravita¢ni interakci frag-
mentt po¢itanou N—¢asticové (Richardson et al. 2000). Vysledek hydrodynamické-
ho vypoctu se ovsem musi néjak transformovat do podoby pocatecnich podminek
pro pevné ¢astice. Dalsimi obvyklymi zjednodusujicimi pfedpoklady jsou: i) vSech-
no jsou koule; ii) pfi prvnim dotyku se koule spojuji do vétsi koule. Ztracime tim
samoziejmé jakékoliv informace o rotaci nebo tvaru fragmenti. Pocatecni poloméry
kouli mohou byt vypocteny z vlastnosti ¢astic SPH jako:

1 4Tfpi )

pfi¢emz ¢astice zplynéné (U; 2 U.,) se zahazuji. Navic, aby byla tiloha vypodetnd
zvladnutelnd, pouziva se vyse uvedena pribliznd metoda k-d stromu, ¢ili ptisobeni
vzdalenych ¢astic se nepocita jednotlivé, ale hromadné.

Vysledek celé simulace (obr. 56) lze porovnavat napfiklad s pozorovanym rozdé-
lenim velikosti ¢lentt dané rodiny asteroidii (Durda aj. 2007, Benavidez aj. 2012),
pripadné s pozorovanym rychlostnim polem (Nesvorny aj. 2006). Musime samoziej-
mé uvéazit, ze oboji mohlo byt zménéno pii dlouhodobém orbitalnim vyvoji rodiny
a sekundarnich srazkach.

34 pro impakty planetarnich rozméri si to ovSem dovolit nemiizeme (Canup 2004).
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Obr. 54 — Simulace srazky mezi teréem o pruméru D = 100km a projektilem s D = 10km,

s impaktni rychlosti viymp, = 5km/s a thlem @iy, = 45°. Graf ukazuje polohy (z,y) pfiblizné
1,42-10% SPH &éstic; jejich barvy odpovidaji logaritmu rychlosti v (v jednotkdch cms—!). Integrace
byla ¥izena Courantovym &islem C' = 1,0, typicky ¢asovy krok byl tedy At ~ 10~%s, trvani
tstop = 100s. Materidlové parametry pro bazalt (Benz and Asphaug 1999): hustota pfi nulovém
tlaku pp = 2,7gcm ™3, objemovy modul A = 2,67-10'! erg cm—3, nelinearni tlakovy ¢len B = 2,67-
10! erg cm—3, Tillotsonovy parametery Up = 4,87 - 102 ergg=!, a =0,5,b=1,5, a = 5,0, a =
5,0, poéinajici vypafovani Uy, = 4,72-1010 erg g1, tuplné vypaieni Uey = 1,82-10 erg g—1, modul
pruznosti ve smyku p = 2,27 - 10 erg cm 2, mez pruznosti Y = 3,5- 100 erg g1, mérna energie
taveni Upery = 3,4 - 1010 ergg—1, parametry Weibullova rozdéleni poruch k& = 4,0 - 1022 cm—3,
a m = 9,0. Poé¢itano programem SPH5 (Benz and Asphaug 1994).
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Obr. 55 — Kumulativni rozdéleni velikosti N(>D) pro podmnozinu 30 riznych simulaci srazek

monolitickych asteroidi s primérem terce D = 100km a impaktnim thlem @iy, = 45°. Jed-

notlivé simulace se lisi rozmérem projektilu d = 10, 14, 18, 25, 34 a 46km (smérem shora dolt)

a impaktni rychlosti vimp = 3, 4, 5, 6 a Tkm/s (zleva doprava). To odpovida rozsahu od pouhého

kraterovani po katastroficky rozpad, coz se projevuje i zfetelné odlisnymi histogramy N(>D).
Pievzato z Durda aj. (2007).
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Obr. 56 — Vlevo konec¢né rychlosti téles po simulaci srazky ter¢e D = 100 km a projektilu d =
25 km, s rychlosti vjy,p = 5km s~1 a tthlem ¢imp = 45°. Velikosti symbolt odpovidaji hmotnostem.
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6 Hydrodynamika srazek asteroiddi

Vpravo odpovidajici diferencialni histogram rychlosti vyhozu d N (vej), v porovnani s jednoduchym
modelem Farinelly aj. (1994). Vidime, Ze vrchol histogramu je na hodnoté srovnatelné s unikovou
rychlosti vesc ptivodniho matefského télesa. Pocitano programem Pkdgrav (Richardson aj. 2000).

6.12 Skalovaci zakon pro terée

Z celé sady simulaci lze odvodit skélovaci zdkon Qf(r) (Benz a Asphaug 1999),
¢ili zavislost pevnosti (v jednotkach J kg_l) na poloméru r, kterd je nejdilezitéjsim
vstupem pro statistické modely srazek (viz kap. ?7). Sta¢i pomoci interpolace zjistit,
pii jaké kinetické energii F) projektilu dochazi k rozptyleni poloviny hmotnosti
terce. Prubéh funkce lze vystihnout polynomem:

* 1 a
Qp = (Qor® + Bpr®), (172)
Gfact

kde hodnoty parametrii pro rtizné materialy shrnuje tab. 3 a funkci obr. 57. Faktor
Qtact S€ uziva pouze tehdy, chceme-li vyjadrit, ze pevnost je ¢ krat mensi nez néjaky
standardni material; jinak nema smyslu. Vsimnéme si, ze a je zaporné a b kladné.
Dtivodem prvého je skutecnost, ze v malych balvanech je méalo poruch (prasklin),
a tudiz jsou pevnéjsi. Tato ¢ast skalovaciho zakona je ostatné ovérena laboratornimi
experimenty. Divodem druhého je rostouci gravita¢ni vazebné energie FE,, ale za-
vislost nebyva tak strmé jako b = —2, nebot nerozptylujeme cely terd, nybrz pouze
néjakou polovinu.

Vimp Qo B a b
kms ergg~! ergcm® g2
basalt 5 9,0-107 0,5 —0,36 1,36
led 3 1,6-107 1,2 —0,39 1,26

Tab. 3 — Parametry Skalovaciho zakona (172) pro basalticky a ledovy materidl s monolitickou
strukturou. Prevzato z Benz a Asphaug (1999).
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Obr.
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57 — Skalovaci zakon Q7 neboli zavislost pevnosti na priiméru D, pro monoliticky basalt
a led a rizné hodnoty impaktni rychlosti vimp. Podle Benz a Asphaug (1999).
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7 Rovnice vedeni tepla

Ac se vedeni tepla v asteroidech zda byt pouhou kuriozitou, jde o zdkladni problém
ve fyzice malych téles. Anizotropie tepelného vyzafovani s povrchu asteroidu je
pric¢inou disipace (nebo i rastu) mechanické energie; zatimco samotné gravitacni
pusobeni by bylo konzervativni. Trajektorie proto nejsou ptiblizné eliptické, nybrz
priblizné spiralové, coz se zretelné projevuje na struktufe celého hlavniho pasu
asteroidtl i poc¢tu blizkozemnich objektii.

7.1 Fourierovsky rozvoj zarivého toku

Predtim, nez budeme analyticky feSit rovnici vedeni tepla uvnit¥, se musime zabyvat
jednou okrajovou zalezitosti — ozafenim. Pro urc¢ité misto na rovniku rotujiciho
asteroidu je tok dén periodickou funkei (P = 2n/w):

F(it)=01—-A)®E=(coswt), (173)

kde E(x) = zH(z), H(x) = 0 pro < 0 a H(z) = 1 pro > 0 je Heavisidova
skokova funkce; ® = L/(4nr?) zafivy tok od Slunce v dané vzdalenosti r a A Bon-
dovo albedo. Nebot je po ¢astech spojité diferencovatelnd, lze poditat ji prislusnou
Fourierovu radu:

o0
F(t)= > Fpem', (174)
n=-—oo
jejiz koeficienty:
1 (" :
Fo=13 / F(t)el"™tdt. (175)
0
Konkrétné ¢len Fo:
P r P
1 E(coswt)dt = 2 coswtdt = 2 {Squ R
P/, P/, P w o T
a ¢len Fi1:
2 [T 1 [1 2 [sin2 T
— cos? wtdt = — (cos2wt 4+ 1)dt = — [Sm wt +t:| - -,
P PJ Pl 2w o 4
atd.

Do 6. fadu (Fig) pak vypada fada nasledovné (viz obr. 58):

1 1 2 2 2
Fit)=(1-A4)2 (TE + 5 coswt + 35, €08 2wt — Tin cos 4wt + 355 €08 6wt) . (176)
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Obr. 58 — Zarivy tok F(t) od Slunce na rovniku rotujiciho asteroidu a jeho postupné aproximace
nékolika ¢leny fourierovské rady, Fo az F¢. Hodnoty vynesené v grafu jsou v jednotkach (1 — A)®P,
kde A oznacuje Bondovo albedo a ® tok zafeni (ve Wm™2) v dané vzdélenosti od Slunce.

7.2 Analytické jednorozmérné reseni

Existuji-li (alesponi ptiblizna) analyticka feeni, 1ze pomoci nich ovéfovat spravnost
(obdobné zjednodusenych) numerickych Feseni. Proto se budeme zprvu zabyvat rov-
nici vedeni tepla v nejjednodussim jednorozmérném piipadé. Neznamena to pocho-
pitelné, ze cely asteroid je jednorozmérny, nybrz se predstavujeme sloupec materialu
s Neumannovou okrajovou podminkou na povrchu a Dirichletovou v hloubce:

pCOu — 0, KO,u =0, (177)
Ko,u+ eou* = F(t) prox =0, (178)
u = konst. pro x — —oo, (179)

kde wu(z,t) oznacuje teplotu, jakozto nezndmou funkci soufadnice a ¢asu, p husto-
tu, C' mérnou tepelnou kapacitu, K tepelnou vodivost, ¢ infracervenou emisivitu,
o Stefanovu-Boltzmannovu konstantu a F(t) zarivy tok dle (173). Jakékoliv late-
ralni vedeni tepla zanedbavame.

Vzhledem k charakteru (176) zkusime nalézt ustdlené3® feSeni ve tvaru Fourie-

rovy fady:
(o)

u(x,t) = Z uy, () e (180)

n=—oo

Je-li K = konst., zavedeme tepelnou difuzivitu y = p%. Dosadime-li fadu do (177),

obdrzime:
E Upinw et —y E Oyl € =0,
n n

35 Samoziejmé se tim pripravujeme o moznost popisovat prechodové stavy, jez nejsou periodické,
napt. postupny ohfev z néjaké konstantni teploty.
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Analytické jednorozmérné feseni 7.2

¢ili pro kazdé n musi platit: )
inw
Opplly = — Uy, - (181)

Obecnéa feSeni se evidentnd 1isi pro n = 0, n > 0 a n < 0. Nebot vime, ze

Vi= ﬁ:%(l +1i), vV-i= :I:%(l — 1), vychézeji:

ug(x) = ag + box ,

Un (.’13) = an e~ (1+0)Bnz +bp, e(1H)fne

u—n(x) =Q_n e—(l—i)ﬁnr +b—n 6(1_i)ﬁ"z

kde jsme kromé integracnich konstant a,,, b,, byli nuceni pro zkraceni zapisu zavést

Bn 1/%M, shodou okolnosti je 1/, hloubka proniku tepelné viny. Nebot nés

vesmeés zajimaji feSeni nedivergujici, je b, = 0, a tedy ug = konst.
Zatim nezndmé a,, urc¢ime jako obvykle z konkrétni okrajové podminky (178).
Povrchova teplota je ziejmé:

— Z an einwt
n
a jeji derivace:
0,u(0,1) Zanl—l—l elnwt Za, 1-1)p , e Wt

n>0 n>0

Abychom nemuseli umoctiovat do nekone¢na, budeme predpokladat (a pozdé&ji ové-
fovat) malé zmény teploty u, < wug, coz by umoznilo provést linearizaci:

ut = (UO + E Uy, em‘*’t) = Uo +4u0 E wy, €™

n#0 n#0
Po dosazeni do (178):
- K Z an(141)B, ™ —K Z a_p(1—)Bp e ™t 4

n>0 n>0

+ eoug + deoud E an €t = E F et
n#0

vidime, Ze se museji rovnat koeficienty u vsech et odkud:

4 ]:0

=i 182
uo = (182)

Fn
= , 183
deould + K(1+1)5, (183)

‘F—n
a_p = . (184)

deoud + K(1—1)Bn
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Obr. 59 — Povrchova teplota u(0,t) daného mista na asteroidu, ziskana fesenim jednorozmérné

rovnice vedeni tepla, respektive jeji postupné aproximace nékolika fourierovskymi ¢leny ug az ue.

Volené parametry jsou: rotacni perioda P = 1h, vzdélenost od Slunce r = 2,5au, Bondovo

albedo A = 0,1, infracervena emisivita e = 0,9, hustota p = 2500 kg m~3, mérna tepelna kapacita
C =480Jkg ! a tepelnd vodivost K =1Wm K1,

Vysledna funkce u(0,t) je zobrazena na obr. 59. Zfetelny je fazovy posun oproti
F(t). Pohledem na néj zaroven ovéime nas predpoklad u,, < wup; o.k.

7.3 Metoda konecnych diferenci (FDM)

Kdyz podminky pro linearizaci nejsou splnény, uchylime se k feseni numerickému.
Navic lze studovat i stavy prechodové. VSechny derivace (operdtory) proto preve-
deme na konec¢né diference, coz je obzvlasté snadné, kdyz je geometrie jednoducha
(jednorozmeérna).

Explicitni schéma. Prevedme nejprve 1. derivaci podle ¢asu:
ou _u" — un—1
ot At
kde jsme zavedli horni indexy n a n — 1, odpovidajici ¢asu novému (¢t + At) a staré-
mu (t). Vyjadfeni 2. derivace podle soufadnice je prostym rozdilem prvnich:

2 Ujpr Uy U Uy o ,
O"u - __ Az Az _ Wi+l 2uj + uj—1
Ox? Az Ax? ’
kde jsme zavedli dolni indexy 7 + 1, j a j — 1 pro tfi sousedici body. Pti dosazo-
véani do (177) se musime piedevsim rozhodnout, v jakém case vyéislime prostorové

derivace! Pokud ve starém:

-1 -1 -1 -1
ul! —uj _Xu?+1—2u? +ujs 0
At Ax? ’
tak ndm to umoznuje explicitné vyjadrit nové teploty:
_ At _ _ _ )
u?zuyl—kﬁ(u}zﬂl—Qu; 1+u?711) proj=1..M—1.
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Metoda koneénych diferenci (FDM) 7.3

Toto numerické schéma se nazyvéa explicitni dopredny Euler, ¢asto angl. forward
time centered space nebo zkr. FTCS.
Je sice nejjednodussi, ale pred jeho pouzitim musime zkontrolovat splnéni von

Neumannova kritéria:
2y At <1

Az? ’
bez kterého neni zarucena stabilita, resp. je zarucena nestabilita. Je vsak tfeba
disledné rozlisSovat — stabilita v zadném pripadé neni konvergence k nezndmému
feSeni! Tu musime jako vzdy ovéfovat napf. sledovanim zmén w(z,t) pfi dalsim
zmensSovani kroku ¢asového At i prostorového Ax.
Na povrchu j = 0 ani v hloubce j = M nelze vyéislovat druhou derivaci, nebot

nemame tieti bod. Pravé proto potifebujeme (diskretizované) okrajové podmin-
ky (178) a (179). Konkrétné je:

ou U —
833 =0 o At ’

cili: N "
M o)t = F )

coz predstavuje polynom 4. stupné pro ug (uf jiz zname):

K

K K
eo(ug)* + EUBL - E“? — F(t) =0;

fesl se numericky (napf¥. Laguerrovou metodou).
Okrajova podminka v (koneéné) hloubce x>  je o dost jednodussi:

UM = Ueq s

ale rovnovaznou teplotu musime volit obezfetné, abychom si nevynutili feseni ne-
smyslné.

Implicitni schéma. Pouzijeme-li namisto starych teplot nové:

j j
At Az?

n n—1 n n n
uj —uy iy —2ui +ui

=0,

jedna se o ponékud jiny problém:

a

At 2vAt At
_szujl—l_(l—l_sz)uj_sz

neboli:

u?_lzu?_l proj=1.M—-1,

n _
U,inj = Bi,
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7 Rovnice vedeni tepla

kde matice je tridiagonalni fidka:

1 0 0
—a 142« —a 0 0
Ay=| " (185)
0
0 0 —a 142« —a
0 0 1
a prava strana:
ug
u?_l
B= : : (186)
n;l
Upr—1
uhy

V kazdém kroku tedy musime invertovat matici (spoletné s neustale se ménici
pravou stranou)! Takové schéma se nazyva implicitni zpétny Euler, angl. backward
time centered space, zkr. BTCS.

Aby matice nezustala singularni, je naprosto nezbytné v B; dosadit za ug, u?;,
z okrajovych podminek:

eo(uf)* + I N - Fit)=0, (187)

UM = Ueq 5 (188)

kde jsme si pomohli ,faulem*, nebot jsme pouzili starou hodnotu podpovrchové
teploty u’f_l namisto nové uj, kterou zatim nikdo nezna; ,za trest® provedeme

né&kolik iteraci.36

Hybridni schéma. Jako vyhodné se ukazuje byt kombinace schémat explicitniho
a implicitniho, parametrizovana parametrem 6:

—1 , —1 —1 —1
u.? B u;l — 0 u?+1 B 2“? + u;}—l o (1 o 0) u?—i-l - 2’11/;1 + u?—l =0
Al X Az? X Ax? -

coz opét vede na soustavu:
n !/ /
uj Aij = B;.

36 Druhou moznosti by byla linearizace 4. mocniny v (187), pouziti u}' a této rovnice namisto
1. fadku matice A;;, ale linearizace se musi taktéz od¢init iteracemi.
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Slaba formulace problému 7.4

0 ‘ schéma ‘ presnost ‘ stabilita

0 |explicitni dopiedny Euler | Az2, At |von Neumannovo kritérium
1/2 | implicitni Crank-Nicolson | Az?, At? | stabilni
1 |implicitni zpétny Euler Ax?, At |stabilni

Tab. 4 — Hodnoty parametru 60, urcujici konkrétni schéma numerické metody FDM, presnost
schématu a pfipadnd podminka stability.

0 190
-0.02 189
188

-0.04
187

-0.06
186
-0.08 185
0.1 184

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000
t/'s

x/m
u[K]

Obr. 60 — Numerické Feseni rovnice vedeni tepla metodou FDM, schématem BTCS, zobrazené

na grafu ¢as t, hloubka z; teplota u je zndzornéna barevné. Poc¢ateéni podminka byla u(z,t = 0) =

Ueq, okrajova podminka na povrchu je zafiva (odpovida obr. 58) a v hloubce u(z = —0,2m,t) =

Ueq. Vypocet byl proveden véetné prechodového stavu. Tepelné parametry jsou tytéz jako na
obr. 59, stejné jako pribéh u(z = 0,t).

Vyhodou hybridniho schématu s § = 1/2, nazgvaného Crankovo—Nicholsonovo, je
kromé bezpodminecné stability také vySsi presnost integrace, nebof pro vypocet
2. derivaci vyuzivame 6 bodi (viz tab. 4; Langtangen 2003).

7.4 Slaba formulace problému

Pfejdéme nyni k obecnému trojrozmérnému numerickému feseni, které je mozné
pouzit v libovolné nepravidelné geometrii, tzn. i pro cely Sisaty asteroid. Rovnici
vedeni tepla si nejprve zapiSseme pomoci operatoru:

L=pC0—V-KV, (189)
abychom jeji zapis maximalné zjednodusili:
L(u) =0; (190)
okrajovou podminku uz mame jen jednu:
Koyu+eou* =(1— A)®=(s-n)na T, (191)

pricemz tentokrat je hranice domény v podstaté libovolnad uzaviend, prozatim kon-
vexni, takZe v argumentu zafivého toku vystupuje smér ke Slunci s(t) a normé-

ly n(r).
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7 Rovnice vedeni tepla

approximation of u

0.8
0.6
04 r

0.2 |

X4 Xo X3 X4 X5 Xg

X

Obr. 61 — Dole nejjednodussi jednorozmérné linedrni bazové funkce Nj(x); zvyraznéna je pro

j = 4. Nahofte je odpovidajici funkce & pro pfipad, kdyby koeficienty byly ¢iselné rovny: u; = 20,

uz = 100, uz = 80, ug = 150, us = 66, ug = 33. Ve dvou rozmérech by N;(z,y) mély podobu
¢tyFbokych jehlant. Ve t¥ech rozmérech bychom Nj(r) kreslit nechtéli.

Slaba formulace problému spoéivd v nahrazeni (nezndmé) funkce u(r) za jeji
priblizny rozvoj:

M
uw=da="> u;Nj, (192)
j=1

kde wu; jsou neznamé ¢iselné koeficienty a IN;(r) znamé bazové funkce (téZ ,konecné
J J 9
prvky“). Nejjednodussi funkce jsou obycejné stiechovité, které jsou nenulové jen

vy

mezi nékolika nejblizsimi body sité; schematicky jednorozmérné (obr. 61):

% pro z € (zj_1,2;),
Nj(z) = % pro z € (zj,x;41), (193)
0 jinak.

Samoziejmé lze volit téz funkce kvadratické, kubické, harmonické, pokryvajici celou
oblast 2, vlastni funkce operatoru L, jsou-li znamy, ruzné specidlni atd. Volba
vhodné baze se podoba uméni.

Prave provedend diskretizace v prostoru pfevadi problém spojity (hledani u(r,t))
na diskrétni koneény (hledani u;). Pak ale nemuze vsude pfesné platit (190)! Obecné
je tedy:

L) #0,
s ¢imz nelze byt spokojen.
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Metoda koneénych prvka (FEM) 7.5

7.5 Metoda koneénych prvka (FEM)

V metodé koneénych prvki se s tim smifime. AvSak pozadujeme, aby soucet rezidui
byl nula. Nelze ovsem napsat bez rozmyslu:

%WAi?

protoze to bychom mohli mit v levé ¢asti domény 2 kladné odchylky a v pravé
zaporné. Ba co hiif, s jednou rovnici pro M nezndmych u; nenadélame nic. Proto
musime splnéni podminky pozadovat mnohokrat, vzdy v omezené ¢asti (2, kterou
si vymezime pomoci testovact funkce (vahy) W;(r):
/ L)W, d2=0 proi=1..M. (194)
Q
Zvolime-li jednoduse W; = N;, hovofime o tradi¢ni Galerkinové metode:
/ L(W)N;dQ2=0 opétproi=1. M. (195)
Q
Rozepsanim L pro nas problém pak obdrzime:
/ pCOuN,;dQ — / V- (KVa)N;dQ = 0.
Q Q
Protoze divergence vseho (soucinu):
/V (K0, 4N;)dQ = /V NdQ—l—/KVu V N;d2
a protoze zaroven plati Gaussova véta:
/ V- (K9,aN;)dQ = / KOpuN,;dT', (196)
Q r
plyne odtud Greenovo lemma:

/ V- (KVi)N;dQ = — / KVi - VN;dQ + / K0, aN;dT, (197)
Q Q r

které se vyuziva pro elegantni dosazeni za K0, = —eou* + (1 — A)®Z(s - n)
z okrajové podminky (191), ¢imZ ji automaticky spliiujeme a nemusime se ji déle
zabyvat.

Musime jesté provést diskretizaci v Case:

An_ ,&n—l

Oh = ——— (198)
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7 Rovnice vedeni tepla

kde jsme opét hornimi indexy n a n — 1 oznacili hodnoty nové a staré.
Aby vysledna soustava rovnic byla a zustala linearni, aproximujeme novou tep-
lotu jako:
at ~ (a"h)3an (199)

pfipadnou nelinearitu budeme fesit ex post iteracemi.
Shrneme-li nase dosavadni snazeni:

PCanNaa— [ Pan1n, / i VN,
[ RN /QAtu N2+ | KVa" - VN:dQ+

+/ eo (4" 1) 4" N;dT — /(1 — A)®Z(s-n)N;d' =0 proi=1..M; (200)
r T

kde to jen §lo, pouzili jsme nové hodnoty 4", jak je obvyklé v implicitnich metodach.
Evidentné jde o soustavu M linearnich rovnic pro M neznamgych u;, kterou zbyva
vyresit.

Kdybychom to vyjadrili otrocky:

pC n pC n—1 n
/EZuijNidﬁf/EZuj NjNidQJr/KVZu]-Nj-VNidQJr
3
+/ea(zu;’*11vj> Zu?NjNide/(lfA)CDE(s-n)NidF:0
T I

J J

a preusporadali:

C 3
Y up %t/NjNidQ-i—K/VN]wVNidQ-i-sa/(E u;HNj) N;Nidl'| =
Q Q r -
J

J
C
= Zu;*”}— N N;dQ + (1 — A)<I>/ S(s - n)N;dr,
. N -

uz by bylo nad slunce jasné, ze jde o soustavu typu:

ul Aij = By,
kde prvky matice jsou bud integraly, které 1ze pro danou sit bodu predpocitat piedem (1. a 2. ¢len),
nebo jednoduché integraly znamych funkci (3. élen). Totéz plati pro pravou stranu. Pfi jemné

diskretizaci (velkém M) je matice A;; nebezpecné velkd a jeji inverze obtizna, nicméné byva
ridka.

7.6 Implementace v programu FreeFem++

Prakticky lze pro feSeni pouzit program FreeFem++ (Hecht 2012), ktery dovoluje
symbolicky zapis integralt ve stejné podobé jako rovnice (211):
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Implementace v programu FreeFem++ 7.6
real C = 680; // specific heat capacity [J/kg/K]

real K = 2.5; // thermal conductivity [W/m/K]

real rho = 2500; // bulk density [kg/m~3]

real epsil = 1.0; // infrared emissivity []

real sigma = 5.66962e-8; // Stefan-Boltzmann constant [W/m~2/K-4]
real A = 0.0; // Bond albedo []

real SO = 1371.; // solar constant [W/m~2]

real r = 2.5; // distance [AU]

real Phi = S0/r"2; // solar flux [W/m~2]

real sx, sy, sz; // Sun direction []

real phi; // corresponding longitude [rad]

real theta = pi/2.; // co-latitude [rad], O deg ... north pole
real P = 7200.; // rotation period [s]

real t; // time [s]

real dt = 72.0; // time step [s]

real tstop = 100.*P; // time to stop [s]

int iterations = 3;

//

number of iterations

thermal diffusivity [m"2 s™-1]

u0 = ((1.-A)*Phi/(4xepsil*sigma))~(1./4.); // equilibrium temperature [K]

real chi = K/(rhox*C); //
cout << "chi = " << chi << " m"2 s7-1" << endl;
func

cout << "u0 = " << u0 << " K" << endl;

load "msh3";

mesh3 Th = readmesh3("file.1l.msh");
mesh3 Thirr;

fespace Vh(Th, P1);
Vh u, uold, v, b;

problem HDE(u,v)
= int3d(Th) (rho*C/dt * u*v)
- int3d(Th) (rho*C/dt * uold*v)
+
+ int2d(Th) (b * u*v)

- int2d(Thirr,1) ( ((sx*N.x + sy*N.y + sz*N.z) > 0) *
(1-A)*Phi * (sx*N.x + sy*N.y + szxN.z) * v);

include "savedat.edp";
include "shadowxm.edp";

u = uold = u0;
for (t=dt; t <= tstop; t+=dt) {
phi = t/Px2xpi;
sx = cos(phi)*sin(theta);
sy = sin(phi)*sin(theta);
sz = cos(theta);
shadowxm(sx, sy, sz);
for (int k=0; k < iterations; k++) {
b = epsilon*sigma * u”3;
HDE;
}
uold = u;
savedat ("output.dat", t, sx, sy, sz);
}

/7
//

/7
//

//
//
//

//
//
//

//

/7
//
//

//
//

read the mesh produced by tetgen
a copy of the mesh (for shadowing)

the space of (linear) finite elements
definitions of functions on this space

the PDE definition, weak formulation
linear term
from time discretization, implicit Euler

int3d(Th) (K * (dx(u)*dx(v) + dy(u)*dy(v) + dz(u)*dz(v))) // bilinear part

// Neumann BC
// zero on night side
// simple irradiation

initial condition
cycle in time
change solar unitvector

determine non-shadowed facets (Thirr)
iterations due to non-linearity of BC
semi-linearization of the u”4 term

solution of the PDE

time step
data output
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7 Rovnice vedeni tepla

Jedinym rozdilem je drobnd zména notace @ na u, N; na v. Navic je zde naznaceno volani
vypoctu stinéni pro nekonvexni tvary, kde nestaci pouzit jen skaldrni soucin s - n.

Triangulace. Diilezita otézka: ,Jak zkonstruovat sit?“ Tzn. nejen seznam bod, ale
i jejich spojnic, podle nichz se vy¢isluji bazové funkce IV;. Zavisi na ni nejen piesnost
numerického FeSeni, ale i samotnd moznost inverze matice A;;, protoze nevhodna
sit mize vést k singularité. Casto uzivanou metodou je Delaunayho triangulace.
V k-rozmérném prostoru zajistuje, ze pro kazdy tatvar s k + 1 body (trojihelnik,
CtyTstén) jemu opsand kruznice neobsahuje zadny dalsi vrchol. Prakticky je mozné
triangulaci provést programem TetGen (Si 2006; viz obr. 62).

1394 2635 2996 12073 12263
e : % ;

Obr. 62 — Rizné diskretizace v prostoru, tzn. sité ¢tyisténd vytvorené programem TetGen (Si
2006), které byly pouzity pro numerické feseni rovnice vedeni tepla ve sférickém télese. Cislo M
oznacuje pocet vrcholu sité.

Radiaéni sila. Zname-li jiz povrchovou teplotu u(r,t), miZzeme vypocéitat i ptislusné
dynamické piisobeni. Element radiac¢ni sily za pfedpokladu Lambertova rozpylu je:

Celkové zrychleni je ziejmé @ = L [ dF a moment sily T = [.r x dF. Kromé
toho musime pockat na ustaleni a provést stfedovani pres periodu rotac¢ni, v hor-
$im pripadé i orbitalni. Z historickych divodt se pisobeni nazyvaji Jarkovského
jev a YORP. Pro ovéfeni presnosti numerického vypoctu jej muzeme porovnat
s analytickou teorii pro koule (Vokrouhlicky 1998; obr. 63). Pfiklad pro nepravidel-
ny meteoroid je na obr. 64.

7.7 Nekonvexni stinéni, tepelny a rozptyleny tok
Dokonalejsi modely mivaji uplnéjsi popis zativého toku. Jednak je v zafivém toku
od Slunce zohlednéno stinéni od jinych mist povrchu (Sevedek aj. 2015):

F=(1—A)®u(s,r)E(s-n), (202)

kde g je funkce stinéni, nabyvajici hodnoty 0 nebo 1. Protoze je tfeba pro kazdou
plosku kontrolovat viechny plogky s = > 0, §lo by o problém slozitosti O(N?). Pro
dany nekonvexni tvar je ale mozné ji predpocitat s urc¢itym krokem v thlech; pro
konvexni by bylo vSude p = 1.
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da/dt/ %
100
80
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20

184
103
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Obr. 63 — Podil Jarkovského driftu velké poloosy da/dt = 27 /n spoéteného numericky a ana-

lyticky, pro rtizné diskretizace v prostoru (pocet M vrcholu sité) a diskretizace v ¢ase (Casovy

krok At). Pfedpokladali jsme zde sférické téleso, polomér R = 0,1 m, rotaéni periodu Prot = 2h.

Pro M > 103 a At/Prot < 0.02 je rozdil mezi numerickym a analytickym feSenim mensi nez 3 %.

Drift je amérny 27 /n’ (dle (258)), kde T oznacuje transverzalni slozku zrychleni a a n’ stfedni
pohyb.

Obr. 64 — Rozlozeni teploty u(r,t) na povrchu meteoroidu o efektivnim poloméru R ~ 10 cm,

spoctené metodou FEM. Osy Z,9, 2 jsou fixni v télese, zatimco vektor s sméfuje ke Slunci. Zo-

hlednéno je i nekonvexni stinéni. Maximum teploty i vyzarovani jsou posunuté oproti s, coz vede

k nenulovému transverzalnimu zrychleni ménicimu orbitalni pohyb (Jarkovského jevu). Anizotro-
pie vyzafovani také vytvari nenulovy moment sily ménici rotaci télesa (jev YORP).

139



7 Rovnice vedeni tepla

Dalsi je tepelné zatfeni ptichazejici od jinych mist povrchu:

/
Fon = (1= Aw) /F 6'01/4%1/@7 F)dr’ (203)

kde v(r,r’) je funkece viditelnosti, opét nabyvajici hodnoty 0 nebo 1, v zévislosti na
tom, zda se plosky r a r’ mohou ozafovat; pro konvexni tvar by bylo vsude v = 0.
Pro vyzafovani predpokladame také Lamberttv kosinovy zakon. Zde musime pro
kazdou plogku poéitat integral pres povrch, jde tedy o problém slozitosti O(N?).
Navic zde v integralu vystupuje hledana funkce u, tzn. Ze se problém formalné stava
integrodiferencialni; bud bychom se museli smifit s pouZitim starych teplot u™ 1!,
anebo provést iterovani, abychom v okrajové podmince méli skutecné u™.

Konecné jde o rozptylené zatfeni od jinych mist povrchu:

cos a cos o’

Fee=(1—A) | AOu's- ' ————v(r,r)dl". 204

o= (=) [ ayls n T e ) (204)
Plati obdobna tvrzeni jako v predchozim piipadé.

Pii vypoctu radia¢ni sily bychom pak méli zohlednit, ze zareni z dané plosky

nemize vzdy nerusené uniknout, ale muze zaptsobit na tytéz plosky, které ji ozafuji:

€o cosacosa’ r —r
dF = +—u? / "dr” 205
+ ¢ r m(r—r)2 |r _r|z/(r,r) ’ (205)

i i¢inek rozptylovani sama o sobé:

2 AP
dF,. = fg—,u(s,n)n dar.
c

Balvany na Itokawé. Kromé celkového tvaru je u malych planetek nutné zohledno-
vat i vedeni tepla v malych utvarech v transverzalnim sméru. Naptiklad planetka
(25143) Ttokawa mé rozmér zhruba 0,5 km, ale na detailnich fotografiich je pose-
ta balvany o rozmeérech fadové 1/8; ~ 10cm, coz je mnohem méné neZ rozliSeni
modelu tvaru.

Slunce pritom kazdé rano sviti na vychodni stranu balvant, teplo je vedeno skrz
od vychodu k zapadu, odpoledne je zapadni strana navic osvétlena Sluncem, jeji
teplota je tedy v prumeéru vyssi, coz vytvaii znacnou asymetrii tepelného vyza-
fovani a radiacni silu dF ve sméru vychodnim. Moment sily T od vSech balvant
pusobi ve sméru osy rotace & a tudiz zpusobuje zrychlovani dle momentové véty
% =T, které klidné miize pirevazovat nad zpomalovanim od celkového tvaru. Pro
pozorované rozdéleni velikosti balvanti ze sondy Hayabusa (Saito aj. 2010) vychazi

fadové dQ/dt ~ 10~ "radd =2 (Sevecek aj. 2015).
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Obr.

65 — Celkovy snimek planetky (25143) Itokawa ze sondy Hayabusa. Rozmér planetky

dosahuje 0,54 x 0,31 x 0,25 km. Pozorovana rotacni perioda P = 12,1h neni konstantni, thlové
zrychleni dosahuje dQ/dt = (0,35 & 0,04) - 10~7 radd—2. Z dalky jsou viditelné jednotlivé velké

balvany. © JAXA.
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8 Elasticita montaze

Jednou z praktickych tloh, se kterou se setkdvame pri konstrukci dalekohledi a je-
jich montéazi, je vypocet prihybu pfi urc¢itém zatizeni. V porovnani se srazkami
asteroidu se zda problém ponékud ,nudnéjsi“, protoze se nikde nic nehybe, hleda-
me jen rovnovazny stav, ale uvédomme si, ze vétsina véci v nasem okoli je blizko
rovnovahy.

8.1 Rovnice rovnovahy, Hookeuv zakon a Lamého rovnice

Pohybova rovnice pro pevnou latku, zapsana v indexové notaci, je:37

PUrtt = Ors,s + pf'r‘

kde u, oznacuje posunuti, index r = 1..3, resp. do poc¢tu dimenzi, oznacuje slozky
soufadnic, p hustotu, o, tenzor napéti (¢ili vnitini sily ptsobici na jednotku plochy,
[0,s] = Pa), f, zrychleni ptisobici uvnitf télesa (¢ili sily na jednotku objemu, [pf,] =
N/m?), napiiklad by se mohlo jednat o gravitaci.

Vynechanim ¢asovych derivaci ziskdme rovnict rovnovdhy:

Urs,s+pr:0 VQv (206)

ktera musi platit v celém objemu €2 télesa.
Tuto parcialni diferencialni rovnici musime doplnit o konkrétni okrajovou pod-
minku, aby TeSeni bylo jednoznacné:

Orss = g, mnal, (207)

platici na hranici T objemu €2, kde ptisobi povrchové sily g, (vyjadiené na jednotku
plochy, [g,] = Pa); ns zde oznacuje norméalu k plose. Pro volny povrch by bylo
samoziejmé g, = 0.

Hooketwv zakon v nejjednodussi podobé je 0 = Ee, kde o oznacuje napéti (silu na
jednotku plochy, resp. prifezu), E Youngtv modul pruznosti (téz elasticky modul,
[E] = Pa) a ¢ je deformace (bezrozmérnd, zména délky lomend délkou). Pro popis

vvvvv

Ors = AeqqOrs + 21Ers , (208)

kde 4,5 je Kroneckerovo delta (pro r = s je 6, = 1 jinak §,s = 0) a XA a p
jsou Laméovy konstanty, majici urcity vztah k modulu pruznosti E a Poissonové
poméru v, jez jsou obvykle udavanymi charakteristikami materialu:

E A\ FEv
ST Tt -2)
37 Indexy za ¢arkou oznacuji v této notaci derivace ; = %, s = a‘z -, Pfi totoznych indexech

plati sumacni pravidlo 44 = Zq.
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8 Elasticita montaze

Tenzor malych deformaci je zaveden jako:

(Ur,s + Us,r) -

E’I’S

DN =

Dosazenim Hookova zakona do rovnice pro rovnovahu obdrzime Laméovu rovni-
ct, Gili parcialni diferencialni rovnici pro posunuti u, (,skrytd“ v tenzoru deforma-
ce):

()\eqqérs),s + (2M€7‘S),S + pfr = 07 (209)

neboli:
(Auq,q(srs),s + [,Uf(ur,s + us,r)],s + pfr =0.

Tuto rovnici zapiseme abstraktnéji pomoci diferencidlniho operatoru:

L(u,)=0. (210)

8.2 Metoda koneénych prvka (FEM)

Namisto (zatim neznamého) feSeni u, rovnice (210) hleddme jeho aproximaci (Lan-
gtangen 2003):

M
u =i, = E ujr‘erv
Jj=1

kde Nj, jsou bazové funkce a u;, hledané koeficienty; M je pocet bodu sité, kterou
triangulujeme objem . Pro aproximaci v8ak nebude rovnice (210) platit presné,
nybrz:

L(ity) #0.

Pozadujeme alespon, aby soucet vSech rezidui byl nulovy:

3
/ > L) WirdQ =0,
Q2 r=1

kde W, jsou vhodné vahy, neboli testovaci funkce. Tato rovnice je tedy slabou
formulaci, nebot nepozadujeme presnou platnost rovnice vsude. Integrace pres ob-
. s . =M N sk . .
jem Q zde odpovida sumaci ) ,",. Sumy pfes body sité i a pies dimenze r lze
sdruzit do jedné, abychom tu druhou nemuseli stale vypisovat.

V Galerkinové metodé bereme za vahy primo bazové funkce, W;,. = N;,., takze:

/ L(i)NipdQ = 0.
Q
Pro nasi rovnici rovnovéhy (206) pak mame:
/Jrs,sNirdQJr/ pfrNipdQ =0.
Q Q

144



Implementace v programu FreeFem++ 8.3

Pro jeji tpravu vyuzijeme Greenovo lemma;:
ar
—~ =

/07's,sNirdQ: _/ UT'sNi7',sdQ+/ar5ns dr
Q Q T

a zaroven dosadime z Hookova zakona (208) a Sikovné z okrajové podminky (207):

—/(Aeqqérs + 20e,5) Nip sdQ + / g N;-dl —|—/ pfrN;dQ =0, (211)
Q r Q

¢imz ziskame zakladni rovnici pro metodu koneénych prvki.

8.3 Implementace v programu FreeFem++

V programu FreeFem++ (Hecht 2012) je implementace velmi snadnd, protoze
umoziiuje symbolicky zapis integralt pies Q2 a I". Aby bylo zépisu dobfe rozumét,
nékteré ¢leny rovnice (211) rozepiSeme:

N L (Oug  Oug) _ 0w Ouy Oug
Xq:gqq_zq:2<8xq+8xq>_8x+6y+€)z’

ONiw _ Ovr | Dvo | Dvg
. ox, Ox Oy 0z’

Z Z 6rsNiT,s =

T

1 (u, Jug\ ONiy
ZZgTSNM’S = 225 (azs + a;r) (9:ES e

r s r
_ 1 (0uis ; Ouy \ 9v1 1 ( Qui | Ouz \ Odvi 1 ( Oui ; Oug \ Ovi
- 2 (8:61 +8$1) 69:1 + 2 <8I2+8Z1) xro + 2 (8$3+811> xr3 +
L (Oug 4 Ous ) Qvz 4 1 (Oup y Ous ) vz | 1 (Ous | Juz ) Jua
+ 2 (811 +8I2) X1 + 2 (612 axz) T2 + 2 (323—’_81’2) xrs3 +
L1 (Oug 4 Oui ) Quz 4 1 (Oug 4 Ous | Qug | 1 (Ouz | Oug ) duvz _
+2 (8m1+87"3) 1 +2 ( r2+83"3) T2 2 (873 82"3) r3
_ | Ou1 Oua Ouz 1 [ Ous + dug 1 (8u1 + dug ) 1 ([ 9duy + Oug
T oz Oy 9z /2 \ Oz oy ) 2 \ 0z ox /) /2 \ 9y oz

.| Qui Ovy dus 1 (Oup ; v\ 1 (Oui  dvg) L (9vi Ouvy
|:9x78y7827\/§( z+8y)’ 2(62+32)7 2( y+ x)}
Vlastni implementace pak je:

load "msh3";

mesh3 Th = readmesh3("cube.1.msh"); // read mesh from file

real ag = 9.81; // gravitational acceleration [m/s~2]
real a = 0.1; // cross section dimensions [m]

real b = 0.15;

real m = 1.0; // mass attached at the end [kg]
real E = 21.5e10; // Young modulus [Pa], steel

real nu = 0.29; // Poisson ratio [], steel

real rho = 7800.; // density [kg/m~3], steel

145



8 Elasticita montaze

real f = rho * ag; // volumetric force [Pa/m = N/m"3]
real g = mxag / (a*b); // surface force [Pa = N/m"2]
real mu = E/(2*x(1+nu)); // Lame’s constants

real lambda = Exnu/((1+nu)*(1-2*nu));

fespace Vh(Th, [P1,P1,P1]); // finite elements space (vectorial)
Vh [ul,u2,u3], [vi,v2,v3];

real sqrt2 = sqrt(2.);
macro epsilon(ul,u2,u3) [ dx(ul), dy(u2), dz(u3), (dz(u2)+dy(u3))/sqrt2,
(dz(u1)+dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2 ] // end-of-macro

macro div(ul,u2,ud) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // end-of-macro
solve Lame([ul,u2,u3], [vi,v2,v3]) = // weak formulation
int3d(Th) (
lambda * div(ul,u2,u3) * div(vi,v2,v3) // divergence term

+ 2.xmu*( epsilon(ul,u2,u3) ’* epsilon(vl,v2,v3) ) //’ ) // dot product
)

- int3d(Th) (-f*v3) // volumetric forces

- int2d(Th,3) (-g*v3) // surface forces

+ on(1, ul=0, u2=0, u3=0); // Dirichlet boundary condition
savemesh(Th, "output.sol.mesh"); // save output

savesol("output.sol", Th, [ul,u2,u3], order=1);

real umax = max(abs(ul[].min), ul[].max); // plot amplified mesh
cout << "\numax = " << umax << " m" << endl;
real coef = 0.2*b/umax;

mesh3 Thamp = movemesh3(Th, transfo = [x+ul*coef, y+u2xcoef, z+u3*coef]);
int[int] refoO = [1,0, 2,0, 3,0, 4,0, 5,0, 6,0];

int[int] ref2 = [1,2, 2,2, 3,2, 4,2, 5,2, 6,2];

Th = change(Th, label=ref2);

Thamp = change(Thamp, label=ref0);

plot(Th, Thamp, wait=1, cmm = "coef = " + coef);

Slozky vektorové funkce 4, jsou v programu znaceny ul, u2, u3, testovaci funkce N;, pak vi,
v2, v3. Program lze spustit z prikazové fadky FreeFem++ lame.edp. Pfiklad vysledku vypoctu je
na obr. 66.

8.4 Testovaci priklad s jednoduchym nosnikem

Analytické feSeni lze pouzit pro kontrolu implementace. Pro nosnik na jednom konci
upevnény a na druhém konci zatizeny, je vychylka konce [95]:

B FI?
x, = ﬁ )
kde F' = may je sila ptisobici svisle na konec nosniku, m hmotnost zavazi, a, tihové
zrychleni, [ délka nosniku, £ modul pruznosti a I, kvadraticky moment prifezu.
Pro obdélnikovy priifez o rozmeérech a, b (méfenych vodorovné a svisle) a pro osu
prochézejici stfedem je:
B ab?
a — i};-
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Testovaci priklad s jednoduchym nosnikem 8.4

Obr. 66 — Porovnani nedeformované a deformované sité, kde posunuti spo¢tena programem Free-
Fem++ byla zvétsena faktorem asi 10°. Maximalni posunuti jinak dosahuje umax = —0,77 um.
Vlevo sit hruba a vpravo jemnad, s poc¢tem vrcholil nyertices = 255, resp. 11484. Objem, vymezeny
povrchovou siti ve formatu MESH byl triangulovén étyfstény pomoci programu Tetgen (Si 2006),
konkrétné prikazem tetgen -Vgpnql.2al.e-6 cube.mesh, kde parametr ¢ = 1,2 omezuje pomér
stran Ctyfstént a a = 1076 jejich maximélni objem. Pro import se osvédéilo pouzit forméat MSH,
jenz ziskdme pouzitim skriptu ./nodeeleface2msh.awk cube.l.node cube.l.ele cube.l.face >
cube.1.msh.

0.9

07 F / T ]
06 | 1
05| 1
04| 1
03} 1
02 | 1

Upmax [microns]

0.1 | numerical —e—
, analytical

200 10° 10* 10°

Nyertices

Obr. 67 — Porovnani numerického a analytického modelu deformace jednoduchého nosniku pro
ruzné pocty vrcholl sité nyertices- Hodnoty parametra byly v obou ptipadech zvoleny nasledovné:
l=15m,a=0,1m,b=0,15m, m=1kg, ag = 9,81m-s~2, £ =21,5-10* MPa, v = 0,29.

147



8 Elasticita montaze

Rozdily mezi analytickfm a numerickim modelem dosahuji méné nez 5% pro
podet vrcholtt Nyertices = 10% (viz obr. 67). Mohou byt dény jednak diskretizaci

~

numerického modelu a jednak omezenimi analytického modelu.

8.5 Vypocet deformace montaze

Pro vidlici (montaz) lze postupovat obdobné. Pfed exportem z programu CAD
je vhodné konstrukei zjednodusit. Pak staci konvertovat prislusnou sit do formétu
MESH, triangulovat a pfitom zadat pusobeni silou uré¢itého sméru na urcitou plochu
(oznacenou pomoci sloupce label v siti). Vysledek vypoctu je ukdzan na obr. 68;
celou observator pak vidime na obr. 69.

Nakonec je tfeba zduraznit, ze vySe uvedena linearni teorie je platna pouze pro
malé (elastické) deformace. Velké (nefkuli plastické) deformace by bylo tieba popsat
rigor6znéji.

(93] HECHT, F. New development in FreeFem++. J. Numer. Math., 20, 251, 2012.

[94] LANGTANGEN, H. P. Computational partial differential equations. Numerical methods and
Diffpack programming. Berlin: Springer—Verlag, 2003.

[95] Ohyb vetknutého nosniku. [online] [cit. 2017-05-04]. (http://physics.mff.cuni.cz/kfpp/-
skripta/kurz_fyziky_pro_DS/display.php/kontinuum/3_5).

[96] S1, H. TetGen — A quality tetrahedral mesh generator and three-dimensional Delaunay
triangulator. 2006. (http://tetgen.berlios.de).
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Vypocet deformace montéaze 8.5

Obr. 68 — Spoctené deformace vidlice, respektive ¢asti alt—azimutalni montéaze, pti ptisobeni sily
1300 N na horni ¢ast, kde budou umistény domecky pro momentové motory. Maximéalni posunuti
¢ini 20 um. Vpravo vyslednad podoba montaze.

Obr. 69 — Autonomni observator BlueEye 600, vyrobena firmou Projectsoft v ramci grantu
Technologické agentury CR, byla umisténa v Ondfejové.
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A Skalary, vektory a operatory

Méjme redlné ¢islo (skalar), oznacované jednoduse a. Dale méjme vektor, ktery lze
zapsat ve vektorové, slozkové nebo indexové notaci:

a—= (al, az, ag) = Q; . (212)
Skalarni sou¢in. Skalarni soucin dvou vektort je ¢islo definované jako:
a-b= a1b1 + a2b2 + a3b3 = aibi s (213)

pricemz jeho hodnota je zaroven rovna a - b = abcosa, kde vystupuje kosinus
sevieného tihlu. Vyraz a - @ = a® = a? je proto velikost vektoru na druhou.

Vektorovy soucin. Vektorovy soucin dvou vektoru je vektor definovany jako:

7k . A . A . .
axb= ay ag ag| = ’iagag — ’iagbz +j(13b1 — ja1b3 -+ ka1b2 — k(lle = qjkajbk .
by by b3

(214)
Jeho smér je kolmy k a ik b, pfi¢emz jeho velikost |a x b| = absin «, kde vystupuje
sinus sevieného thlu. Vyraz a x a = 0 je tudiz nulovy vektor.
Mezi zminovanymi souciny plati identita nazyvana mnemotechnicky , bac minus
cab‘:
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b), (215)

ktera se casto uziva pri upravach vektorovych rovnic.

Jako skalarni pole oznacujeme funkci prifazujici ¢islo kazdému bodu prostoru,
napt. jde o hustotu p(r). Vektorové pole je funkce pfifazujici vektor kazdému bo-
du prostoru, napt. rychlost v(r). Ruzné derivace téchto funkci je mozné zapisovat
elegantné pomoci diferencidlnich operatort.

Operator gradientu. Operétor gradientu (ces. stoupdni) je vektor definovany jed-
noduse v kartézskych souradnicich:

g;rad:V:(a 9 6).

ox’ dy’ 9z

Gradient skaldrniho pole p(r) je tedy vektor Vp v tom sméru, ve kterém p nejvice
stoupd (viz obr. 70).
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A Skalary, vektory a operdtory

Operator divergence. Operétor divergence (Ces. rozbihavost) tizce souvisi se ska-
larnim soucinem:
a7, 07 a7,
div=V.= =+ 2+ .
ox y 0z

Divergence vektorového pole v(r) je skalar V - v, ktery je kladny, pokud se vektory
v okoli daného mista (spiSe) rozbihaji (obr. 71).

Operator rotace. Operator rotace (Ces. staceni) naopak souvisi s vektorovym sou-
¢inem:

17k

= =|0 90 9
rot = Vx = ox Jy 0z
? ? ?

cx cy z

Rotace vektorového pole v(r) je vektor V x v, jehoz slozka z je kladna, pokud se
vektory v okoli (roviné x,y) stéceji proti sméru hodinovych rucicek; % je pak
kladné a %L; zaporné (obr. 72).

v = (0,52;0;0) v = (2y;0;0)
>
—_—
b — —

Obr. 70 — Piiklady skaldrnich poli vg(r) stoupajicich. Vlevo je pole vz = 0,5z, jehoz Vv, =
(0,5;0;0). Vpravo je vy = 2y, ¢ili Vv, = (0;2;0). Zde jsme pro nazornost vynechali fyzikalni
jednotky. Odpovidajici proudnice jsou zndzornény sedé teckované. Namisto skalarniho pole p(r)
jsme zvolili jednu ze slozek rychlosti, aby se nam velicina dobfe kreslila. Kdybychom operator
gradientu aplikovali na vektorové pole Vv, ziskali bychom tenzor 2. fadu, tzn. matici 3 x 3 s fadky

Vg, Vuy, Vo,.
v = (0,52;0;0) v = (2;y;2)
B — - + —

Obr. 71 — Priklady vektorovych poli v(r) s kladnou rozbihavosti. Vlevo je pole v = (0,5 x; 0;0),
V-v=0,5. Vpravo v = (z;y;2), V-v = 3.
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Vypocet deformace montéaze 8.5

v =(-2y;0;0) v=(-y;2;0)
+ Co+

Obr. 72 — Piiklady vektorovych poli v(r) s kladnym stacenim v roviné zy. Vlevo je pole v =
(=2y;0;0), V x v = (0;0;2). Vpravo v = (—y;2;0), V x v = (0;0;2).

Krivocaré souradnice. V kiivocarych souradnicich maji operatory podstatné slo-

vvvvvv

kfivocaré souradnice u, v, w. Diferencial polohového vektoru:

or or or

upravime pomoci velikosti paricalnich derivaci:

huE’g;7 ”E‘g:’ wzg—; (216)
a bazovych vektoru kfivocarych souradnic na:
dr = h,e,du + h,e,dv + h,e,dw.
Element vzdalenosti je pak dan:
ds? = (hydu)? + (hydv)? + (hy,dw)?, (217)

element rizné orientovanych ploch:
ds, = hyhydvdw, dS, = hyhypdudw, dS, = h,h,dudv (218)

a element objemu:
dV = hyhyhydudvdw . (219)

Nakonec bez odvozeni uvadime vyjadieni zakladnich operatoru [97]:

_(Lrof 19f 19f
V= (hu Ou’ hy OV’ hy 0w) ’ (220)
B 1 Ofuhohy — Ohyfohy — Ohyhy fu
V= e ( w00 ow ) ’ (221)
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B Skalary, vektory a operdtory

1 hye, hy,e, hyey
9 9 9
e hufu hva hwfw

Sférické souradnice. Pro konkrétni pfipad sférickych soufadnic bychom maéli:

x =rcostcosp,
y =rcosvsinp,

z=rsind,

2 2 2
h, = \/(%) + (%) + (%) = \/cos21900s2g0+cos219$in2g0+sin219: 1,

(223)
ho =1, (224)
hy =rsind, (225)

které se pouziji pro dosazeni do (217) az (222).

[97] Gradient, divergence and curl in curvilinear coordinates. [online] [cit. 2017-05-05].
(https://www.jfoadi.me.uk/documents/lecture_mathphys2_05.pdf).
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B Tenzorovy pocet

Didda. Patrné nejjednodussim tenzorem (2. fadu) jsou souciny slozek dvou vekto-
538
o atbt a'b® a'v?
ab =a't! = | a®b' a®b® a?® |, (226)
adbt adh?  ab?

neboli didda. Vypada jako matice a od toho se odvijeji vlastnosti diady. Skalarni
soudin zprava se sloupcovym vektorem ¢ (dle pravidel nasobeni matic) je vektor:

atbt  a'b® a'v? ct
a?bt a?b? a?b® | - | 2 | = (al(bret + 02 +b3c3);a% (.. );a3(0)) L (227)
a®bt adh?  adb? e

Skutecné obdrzime a(b - ¢), ¢ili vektor ve sméru a, s velikosti imérnou projekci ¢
do sméru b. Pfi nasobeni fadkovym vektorem zleva lze obdobné oéekavat (¢ - a)b.
Operace evidentné neni komutativni. Chova se trochu jako ,smeérovnik®: prilozime
vektor a obdrzime jiny vektor.

Dalsi ¢astou operaci je skalarni soucin diady s diddou, coz je tenzor (opét didda):

ab-cd=a(b-c)d= (b-c)ad. (228)

Naopak dvouteckovy soucin diady s diddou je skalar:

ab:ecd=> > a'bt/c'd. (229)
L2

Elipsoid. Na tenzor je také mozné nahlizet jako na elipsoid. Implicitni rovnice
elipsoidu (v zékladni orientaci) je totiz:

$2 y2 2,2

St L= (230)

7 diady obdrzime rovnici ptislusného elipsoidu jako:

r-ab-r=1. (231)

Roznésobime-li:

(zal + ya? + za®)(xb! 4 yb? + 2b3) =
= z2a'b + y2a2b? + 220303 + 2y(atb?+a2bY) + z2(a'b® +a3b1) + yz(a?b34+a3?) ,

38 abychom dodrzeli konvenci z relativity, piseme indexy nahote (viz dale)
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B Tenzorovy pocet

coz je elipsoid vzhledem k osam natoceny, s poloosami A = 1/v/a1b1, atd. Kdyby byl diagonalni,
sladény s osami, méli bychom zfejmé:

1/A%2 0 0
0 1/B®2 o0
0 0 1/C?

Operator divergence. Divergence tenzoru je vektor:

(aTll 8T21 + 8T31 .

Tll T12 T13 ox oy oz !

_(0.9.0 21 22 23 | _ ar*? | ar*? | aT%2,
V-T=(gmgpae) | T 12 1% | = o400 01— (232)

T31 T32 T33 o113 oT23 o133 )

ox oy 0z ’

obsahujici v fadku divergence sloupcti. Pokud by slo o diddu, nezapomenme, ze
operator pusobi doprava na obé komponenty, tzn. V-ab = (V -a)b + a- Vb.

Dalsi priklady. Praktickym piikladem je tenzor napéti o™, [0%] = Pa, vystupujici
napi. v elementarnim vztahu F/dS = n-¢", tzn. na plochu d.S s normélou n ptisobi
sila F (obecné v odligném sméru). Kdyby n = (1;0;0), jednalo by se plochu v roving
yz, pfidemz piislusné napéti je v prvnim fadku oJ. Toto byla ostatné veli¢ina, ktera
vedla k zavedeni tenzort, nebot ital. tensio = napéti; pak je ovSsem pleonasmem.

Nebo vezméme tenzor momentu setrvaénosti 1%, [[*] = kgm?, L = I - &, tzn.
pii otaceni okolo osy @ by mélo téleso moment hybnosti L (v témze sméru), anebo
opac¢né (L se zachovavd, takze se odpovidajicim zptisobem méni o).

Obdobné tenzor malych deformaci €/, [¢¥] = mm™! = 1, du = €% - dr, tzn. jak
se zmeéni posunuti u v deformovaném materialu, kdyz se posuneme o dr.

Zcela jingm piikladem je ovSem metricky tenzor g,,, majici obecné rtizné jed-
notky slozek, [goo] = m?s72, [g11] = 1, atd. v zavislosti na tom, jaké (kiivocaré)
soufadnice pouzivime. Zndme jej ze vztahu ds® = u >, gudatda”, pricemz
9guv = €, - e, obsahuje skalarni souciny bazi, tzn. mezi dvéma udalostmi, které se
list o dz*, je vzdalenost ds nejenze zde ma Tecké indexy 0..3, protoze popisujeme
Ctyfrozmérny prostorocas, ale predevsim ma jiné jednotky, ,néco na metr*. Muze
to byt trochu obtizné poznat, protoze to mize byt také m? na m? = 1 Naznaduje
nam to, Ze se bude chovat jinak pii transformaci soufadnic!®® V rovnicich nelze
bez rozmyslu kombinovat tenzory s indexy dole a nahore. Musime piece dodrzo-
vat jednotky! V Einsteinovych rovnicich pro g, je ostatné na pravé strané tenzor
energie a hybnosti 7),,,, nikoli 7", i kdyz samotné hustota energie a hybnosti neni
,ha metr®.

Kontravariantni a kovariantni slozky. Dokonce muzeme ¢ekat, ze se mohou ligit
jednotlivé slozky tenzoru. Slozka kontravariantni méa index nahofe; pii zvétSeni

39 proto piSeme indexy dole
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Vypocet deformace montéaze 8.5

béaze dochazi ke zmenseni slozek. Chova se jako soufadnice, diferencial souradnic
nebo obycejny vektor. Ostatné si predstavme tyz vektor v, pouze v nové bazi:

-—->e - > e,
--—> v =(1;0;0) --—> v/ =(0,5;0;0)

Naopak kovariantni ma index dole; zvétseni baze vede kupodivu ke zvétseni slo-
zek. Chové se totiz jako gradient (derivace podle soufadnic, ,néco na metr*), baze,
kovektor, téz linearni forma. Méjme tyz pribéh funkce p, novou bazi a podivejme
se, jak se zméni gradient Vp:

Mezi kontravariantnimi a kovariantnimi slozkami existuje vztah duality. Zdtraz-
néme pro jistotu, ze skalar na volbé baze nikdy nezavisi, avsak vektor nebo tenzor
N . 1z ; i’
vzdy. Prvnimu typu odpovida transformace (z* — 27°):

Jl
027 i (233)

-/

i’
Y ari
i

takze vskutku zvétseni béze (zmengeni ¢drkovanych soufadnic) odpovida zmengeni
slozek vektoru. Druhy typ transformace spo¢iva v prostém prohozeni:

u' =Y o . (234)

—1
i’

%

Obecné je tenzor cokoliv, co splinuje nasledujici definici pomoci transformace:
ox™ oz ozk 0 ”
mn.. r ij..
e =SSN G G g T 09)
i

7 toho je patrné, Ze ne kazd4 matice je tenzor!

Inverzni tenzor. Inverzni tenzor k 7;; je definovan pomoci vztahu:

B . 100
> T9T =6 =(0 1 0], (236)
j 00 1
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B Tenzorovy pocet

kde 4%, oznacuje Kroneckerovo delta (téZ jednotkovou matici). Hled4ni inverzniho
tenzoru je hledanim inverzni matice, ¢ili soustavou rovnic pro j krat j neznamych.
Jeho slozky maji pochopitelné reciproké jednotky, jinak bychom nikdy nedostali 1.

Pro nejjednodussi metricky tenzor (plochy prostorocas, kartézské souradnice):

-2 0 0 0
_ B 1 00
G =T =g 0 1 0
0 0 0 1
by inverzni byl ziejmé:
-2 0 0 0
g = 0 1 00
0 0 1 0
0 0 0 1

Metricky tenzor a jeho inverzi lze pouzit pro snizovani indexu:
T,” = Z 9un T (237)
n

nebo zvySovani indexu:

T, = ¢""Ty, . (238)
n

Mimochodem pak nutné g#, = §*,. Mizeme tak meénit tenzory kontravariantni na
kovariantni a naopak.

Kovariantni derivace. Kdyz se bidze méni, nezbyva nez derivovat jako soucin. Vez-
méme nejprve vektor:

8vi i Oei
Ox; oxJ O

ov oY e
7_722 x_ei—i-ZU o (239)

kde derivace baze podle souradnice je urcité vektor, ktery lze opétovné vyjadrit
jako linearni kombinaci bazi:

Gei k
o = Then, (240)
k

piicemz T'*, ; se nazyvaji Christofellovy symboly. Nejedn4 se o zadné operatory ani
tenzory, nybrz koeficienty. Pak:

ov o’ ik It .

%
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Vypocet deformace montaze

8.5

pokud bez Gjmy zaménime ve druhém clenu ¢ < k. Zkraceny slozkovy zapis by

byl:40
kovariantni afinni
derivace konexe
vy =0 +ka1"kj
~ .
parcialni

Pro tenzor obdobné (pfedstavme si jej jako diddu):

Tij;k _ TZ]’k + Z leFilk + ZTilelk ,
l l

(243)

(244)

kde jsme pouze museli poposunout indexy j, k — k, [, protoZe tenzor sim ma dva.
Jediny tenzor, ktery se pii kovariantni derivaci neméni, je pravé metricky g, .
Je to logické, vSechny zmény bazi jsme pracné kompenzovali. To ale znamena, ze

vlevo méame nulu, a mizeme vyjadrit I' z g! Konkrétné:
A A
0= uv,k — Zg)\ur wr Zgukr VK
A A

a po (mnoha) Upravach:

K 1 K
T = Z 59 A (Gruw + Grvp = Guwr) -

A

(245)

(98] DvORAK, L. Obecnd teorie relativity a modernt fyzikdlni obraz vesmiru. Praha: SPN, 1984.

[99] KULHANEK, P. Obecnd relativita. [online] [cit. 2018-01-26].
(http://wuw.aldebaran.cz/studium/otr.pdf).

[100] MISNER, C. W., THORNE, K. S., WHEELER, J. A Gravitation San Francisco: W. H. Freeman

and Company, 1973. ISBN 0716703440.

40 Kdyby se jednalo o kovektor (kovariantni slozku), vyuzili bychom (uiui);j = 0 a odvodili:

e k
Uisj = Usg,j E ul ijo

k

ktery se odlisuje minusy a indexy.

(242)
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C Lagrangeovy planetarni
rovnice

V piipadé planetarniho systému, jez ma vice nez 1 planetu, nemohou byt obvyklé
orbitalni elementy a, e, i, 2, w, M konstantami a o to vice nas zajimaji jejich hodno-
ty, respektive jejich vyvoj v ¢ase. Mohli bychom sice pohybové rovnice pro N téles
rovnou integrovat numericky a z vyslednych r;(t), v;(t) vypocitavat oskulacni ele-
menty, ¢ili takové, jaké by mélo téleso v okamziku ¢, pokud bychom poruchu néahle
vypnuli.*! Hlubsi pochopeni viak umoziiuji Lagrangeovy rovnice pro ¢asové deri-
vace element i—? atd., které zde odvodime pomoci Lagrangeovych zavorek.
C.6 Lagrangeovy zavorky

Pokud bychom se nenechali ni¢im rusit, pohybova rovnice pro planetu v relativni
soustavé spojené se Sluncem, F+ -5 = 0, kde 1 = G(my1+msz), by pravé odpovidala
problému 2 téles (viz napi. Broz a Solc 2013). Tuto obyéejnou diferencialni rovnici
2. ¥adu pro r zde opiseme jako dvé obycejné diferencialni rovnice 1. fadu pro r a v
a navic na pravou stranu doplnime poruchu:

, r
Vg = VR, (246)
V=r, (247)

kde jsme zavedli skalarni poruchovou funkci R, coz je obecné fyzikalné potencial.
Zatim ji nebudeme nijak specifikovat, ale predstavme si misto ni napiiklad gra-
vitacni potencial ostatnich planet. Tyto rovnice chceme pfepsat pro 6 elementi,
konkrétné a, e, i,Q, @, A\, kde @ = Q + w je délka pericentra a \g = \ — nt st¥edni
délka epochy, ¢ili pomald proménnd, nikoli (rychld) prava délka A = M + w ne-
bo stfedni anomdlie M = n(t — 7); n = \/a®/u oznacuje stfedni pohyb (dhlovou
frekvenci).

Abychom se neupsali preznac¢ime elementy jako c¢; aZ cg. Mezi soufadnicemi
i rychlostmi a elementy urcité existuji néjaké funkéni vztahy:

r=r(ci,c, 3,4, 05,6, 1), (248)
v = V(017027037C4,C5,06,t). (249)
Pak c¢asové derivace: ]
.o d 0 or dey,
oo S or da
dt Ot £ ey dt

41 Musime si byt ovsem védomi, Ze je-li porucha opravdu velika, odchyluje se skute¢na trajektorie
od oskula¢ni kuzelosecky natolik, ze oskulac¢ni elementy ponékud ztraceji smysl.

161



C Lagrangeovy planetérni rovnice
_dv 0w ov dey,
At ot Jr; ocy dt

ProtoZe polohovy vektor mé zdsadné nezavislé slozky, x # xz(y), je d r = ‘3; Zéaroven
ov

5 = —i5 je TeSeni neruseného problému 2 téles. Tudiz musi byt:
Z or de N
ocy. dt 0,
ov dc
o
Ocy, dt

Nakonec provedeme symetrizaci, a to nasobenim prvni rovnice skalarné — <%, druhé

5)’ a jejich sectenim, ¢imz ziskame 6 skalarnich rovnic:

or dc, Ov ovde, Or\ or .
Z(‘ackdt'acﬁackcu'acj)—m'acj’ j=1.8,

éili:
S (O o or ovde oR
- dcj Oc, ey, Ocj) dt  dcj’
Zavedeme-li Lagrangeovy zdvorky jako zkratku za:

or Ov or Ov

GCE| = e — 250
e k] Oc; Ocp,  Oc Ocj (250)
je mozné zapsat pohybové rovnice pro elementy elegantné jako:
dck OR
’ a_ ) = 17 6 251
Sleal G =50 (251)

k

a nazvat je , Lagrangeovy planetarni“.

C.7 Casova invariance Lagrangeovych zavorek

Zatim nevime nic konkrétniho, nebot jsme zavorky nevydcislili. Jejich vydéisleni asi
nebude nic jednoduchého, kdyz se r i v neustile méni. Nicméné jejich parcialni
derivace podle casu je:

O g P v or O (0 v or O
ot M= Btde; e, de; Otder,  \0tder dc; | Oep Otde;)
=—piz = ,uV% = VU
~~
6(8r ov  Or 6v) 0 (8r ov Or 8v>_

T O \dt e, de, 0t ) ey \de; 0t 0t e
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Transformace pti otolenich C.8

oUg
dcy

0 (10 9] o (10 0
v-v r |/ 4 r
—acj<zack ‘VUO'M>‘m<zacj ‘VUO'acj) =

1 9202 2 1 8202 2
:781} +8U0 _7311 _8U0 207 (252)
20cj0c,  OcjOc, 2 0cp0c;  OcpOcj

kde jsme zavedli pomocny potencial Us = £, coz je spojitd diferencovatelna funkce,
o’r | ov.

dtdc; Doy
explicitni funkce ¢asu. Mizeme si je proto spoéist v libovolném bodé drahy (tfeba
v pericentru).

a vSechny c¢leny typu se pak odectou. Tzn. Ze zavorky se neméni! Nejsou

C.8 Transformace pfi otoéenich

Nejjednodussi zptisob, jak to provést, je otocit souradnicovou soustavu natiikrat
tak, aby (neporusend) draha lezela v roviné 2’"’y""’ a pericentrum na ose z’”’. Potieba
jsou 3 otoceni, o thly 2, i a w. Nejprve provedeme otoceni o 2 kolem Z (XYZ —

a'y'2"), pficemz pro dosazeni do (250) potfebujeme staré vlevo:

X =a"cosQ -y sinQ,
Y =2'sinQ + 3/ sinQ,

Z =7,
pak:
Al Bl
—_—— —_——
0X ox' 00 oy’ o0
— = =— -y — Q— (= -y =— |sinQ
Bcj (aCj 4 8@-) €08 (ékj 4 aCj> SHESS
Cq D1
. ——f —
0X oz’ , 00 oy o0
i DAY Q _ AR . Q
aCj (aCj 4 aCj> o8 ((96]' 4 86j> St ’
Y
8— = Bicos)+ Aysin),
aCj
8—Y = Dqcos€Q)+ C1sin )
80]»

07 _ 9z 9z _ 9%. shdobnd méjme Ay, By, Cy, Dy pro cg.

TCJ‘_BCJ" SCJ' _8703'7

a samoziejmé
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C Lagrangeovy planetérni rovnice

Dosazeni do (250) da:

X 8X OY 9Y 9Z 8Z 9X X Y Y 0Z 0Z

dcj dc, | dcj ey | Ocj D, Ocg Oc;  Dey, de; Dy Oc;
= (A1cosQ — B1sinQ)(CacosQ — DasinQ) + (By cosQ + Ay sin Q) (D2 cosQ + Casin)) —

[Cj7 ck] =

— (A2 cosQ — By sinQ)(C1cosQ — D1 sinQ) — (B2 cosQ + AzsinQ) (D1 cosQ 4 C1sin Q) +
0z 83 9z 9%

de; e Doy ey
0z 9z 02 9%
= A1Co — AsCy + B1Dy — BoDy + — 22 22 22
102 201 + B1D2 2 1+8cjack der, 9c;
_ 0! 9z' oy Oy | 0 0% 9a’ 0i' 9y 0y 92 9%

o 80]- 8ck * % Bck 881' 8Ck Bck aCj 8ck 8ch 8Ck 8ch

OO W Y00 (0 0 00
Ocj \dcy, dcp,  Ocg ocy Ocy, \ Oc; dc;  Ocj dc;
o0 a(z'y — i QO Pl o
ey )+ 22 @'y —y'd') 092 8"y —y'd)
Jc; ey, dcy, Jc;

Pouzijeme-li ponékud zkraceny zavorkovy zapis:

a(Q’ x/y'/ _ y/.i,/)
d(cj, cx)

= [¢j,cr]’ + M (253)

. — . !
[CJ7ck] [CJ7C’€] + 6(Cj,0k) ’

kde 'y’ — y'i’ = hcosi = \/pa(l — e2) cosi = G je slozka 2z’ momentu hybnosti.

Analogicky otocdeni o i kolem 2’ (2'y'z — z''y"2"):
Y Y

a(Q y/lz':// _ Z//,y//)
) A " )
[Cjﬂ Ck] [CJ7ck] + 8(Cj,Ck)

= lej,e]”" +0, (254)

rotoze 2z =0, 2" = 0; drdha jiz lezi v 2”vy" .
b )

Zcela analogicky otoceni o w = w — Q kolem 2" (x"y"2" — "'y 2""):

"1 "1 5011

Ow, """ —y"i")
d(cj, k)

O(w, H)
(¢, ci

[cj’ ck]/, = [cj’ Ck]m + = [ij ck]m + ) (255)

kde 2"y — y"'3" = hcos0° = \Jua(l —e?) = H je celkovy moment hybnosti.
Zbyvé spocitat [c;, ci]"”
C.9 Vydisleni v pericentru

V pericentru je M = \g — @ + nt = 0, ale nemtizeme tam rovnou dosadit nulu,

nybrz M — 0, protoze bychom jinak nemohli poéitat derivace. V soustavé z'’y""’ 2"
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Lagrangeovy planetarni rovnice C.10

jsou jinak i = w =02 =0:

z=a(l—e),
1
=04+ aMy 226
1—e
M
x—O—an(l_ 72
1+e
U =an
1—e

Nenulové derivace jsou pouze (ovsemze po dosazeni M = 0):

ox

%—1—6,

or

e v

oy 1+e
oM~ V1—e
oi 1
oM~ e

Yy n [1+e
da 2Vi1—¢’
9y
de

coz po dosazeni do (250):

m_ O\ — @, a) na (o — @, L)

L Cle = 2
e k] 0(cj,cp) 2 dej,en) (256)
kde £ = \/pua.
Dosazenim (256) do (255) do (254) do (253) obdrzime:
le;, cx] = 0o —w, L)  O(w,H) n (2, 9) (257)

8(Cjackp) a(Cj,Ck) a(Cj,Ck) ’

C.10 Lagrangeovy planetarni rovnice

Zbyvé spocitat parcidlni derivace £,H,G dle elementii (jen 6): g—g, %—7;, %—t‘, g—g,
g—g, %; nema cenu pocitat véechny. Posléze nenulové Lagrangeovy zévorky (jen 6):

[N, al, [, al, [w,e], [Q,a], [, €], [Q,i] a opacné s minusem, coz je ziejmé z (257).
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Lagrangeovy planetdrni rovnice

Kuprtikladu:
1 %\/E samé 0. ..
—N—N —

Sora = 200 =) 0L _D0o—) OL | Ow OH 0w M 000G 9006 _na
U7 TN da da 9o Oxo a  dadrg  Oro @  Oadrg 2
Rozepsanim (251):

dQ dw - .d\y OR
Q]— — —_— = =
la. 2y +la @)y +la Dol = 54
dQ dw JR
Ql— — =
[e, ]dt + [e,W} dt ae Y
dQ  OR
ot OR
LT = 5
da de di OR
Q,a]— + [Q,e]— + [Q,i]— = =
[ ’a]dt—'—[ 76]dt+[ 77’]dt 897
[ a]da+[ e]de_aR
CUa T T o
< da OR
)\ _ = —
Poalq = a5
a preusporadanim vydobudeme Lagrangeovy planetarni rovnice ve standardnim
tvaru:
da 2 OR
=" 258
dt  nadly’ (258)
de n(l—n) OR n OR
_—— ——_— R 2
dt na’e 09 naZedw’ (259)
di 1 1- ) 1
S ﬁ a?R—Fa—R —fa—R, (260)
dt na?n sini O\ Ow na?nsini 00
dw n OR 1 1—cosidR
- - - 261
dt  na?e de  na?n sini  9i (261)
dQ 1 OR
- _-__ - " 262
dt  na2nsini 9i ’ (262)
d\o 2 OR  n(l—n)0R 1 1—cosidR
Sl _ 2097 ar ar 2
dt na da na?e Qe + nan sini  0i ' (263)

kde n = V1 — €2. VS&imnéme si, Ze velkou poloosu a ménime pusobenim v délce A
a obréacené, coz je fyzikalné princip akce a reakce nebo matematicky antisymetrie

Lagrangeovych zavorek.

[101] BROUWER, D., CLEMENCE, G. M. Methods of celestial mechanics. New York: Academic

Press, 1961

[102] F1TZPATRICK, R. Derivation of Lagrange planetary equations. 2016,
(https://farside.ph.utexas.edu/teaching/celestial/Celestial/node150.html).

166


https://farside.ph.utexas.edu/teaching/celestial/Celestial/node150.html

Rejstiik

Tuénym pismem jsou v rejstfiku oznacené odkazy na obrazky.

1. véta termodynamicka: 17, 109
absorpce: 58

absorp¢ni koeficient: 62
absorpc¢ni pés: 71

absorp¢ni spektrum: 60
adaptivni zjemnovani sité: 31, 98
adiabaticky gradient: 49
adiabaticky index: 18
ADM: 103

ageostrofické proudéni: 47
AGN: 96

akcelerovana A iterace: 68
akrece: 34

akrecni disk: 37

aktiva¢ni mez: 111

aktivni galaktické jadro: 96
akustické oscilace: 85
akusticky vrchol: 87

ALI: 68

ALMA: 70

ambipolarni difuze: 26, 100
AMR: 31, 32, 98

ANEOS: 109

anticykléna: 25, 43
aproximace tenké vrstvy: 39

Arnowittiv—Desseruv—Misneruv formalismus:

103
atmosféra: 39
bac minus cab: 151
backward time centered space: 132
Balmerova série: 70
Balmeruv skok: 57, 71
balvany: 140
baroklinicka nestabilita: 24
baryonicka hmota: 88
baze: 157
bazova funkce: 134, 134
Bell a Lin: 74
blanketing: 69
Boltzmannuv vztah: 61
Boussinesqova aproximace: 48
Bruntova—Vaisaldova frekvence: 50
BTCS: 132
bublina: 48, 51
¢ara Lyman-a: 95

casoprostor: 77

castecné prerozdéleni: 69
CDM: 98

chemotermalni nestabilita: 99
Chianti: 66

chladnéa temna latka: 98
Chombo: 32

Christofelliv symbol: 158
Christoffeliv symbol: 78
cirkumstelarni prostredi: 71
CMB: 101

Comptoniv rozptyl: 56, 98
Coriolisovo zrychleni: 39
Coriolistv parametr: 42
Cosmos Redshift 7: 96

Crankova—Nicholsonova metoda: 133

CSM: 71

cykléna: 25, 43

cyklostrofické proudéni: 41, 42
cyklotronova emise: 56
decelera¢ni parametr: 83
deformace: 110, 111
Delaunayho triangulace: 138
derivace: 158

de Sitteruv vesmir: 85
detailni vyrovnani: 62
deterministicky chaos: 28
deuterium: 101

diada: 155

difuzni aproximace: 18
difuzni koeficient: 21

difuzni tlumeni: 87

dipdl: 119

dipolarni oscilace: 104
Diracova distribuce §: 52, 112
Dirichletova podminka: 128
disipace: 127

disk: 95

diskretizace: 30, 98, 131, 134, 135
disperze rychlosti: 95
divergence: 152, 152, 156
Doppleriv posun: 63, 69
dostiedivé zrychleni: 41
dualita: 157

ducharska oblast: 31

167



Rejstrik

ducharské ¢astice: 121
dvojita emise: 71
dvouhladinovy atom: 60, 62
dvouteckovy soucin: 155
dynamicka viskozita: 18, 47
efektivni teplota: 70
Einsteinovy rovnice pole: 4, 77, 103
Einsteintuv koeficient: 61, 62
Ekmanova spirala: 46, 48
Ekmanovo ¢islo: 40
elasticita: 110, 143
elektronovy prechod: 57
elementarni prenosy: 58
elementarni procesy: 56
elipsoid: 155

emise: 58

emisni cara: 60

emisni koeficient: 58, 62
EMP: 95

Epsteinuv zakon: 20, 27
Euklidav prostor: 77
Eulerova dopfednd metoda: 131
Eulerova zpétna metoda: 132
expanzni parametr: 80, 86
explicitni schéma: 130
extinkce: 71

extinkéni funkce: 72

falesna konvergence: 68
FDM: 130

FEM: 135, 144

FLRW: 79

fluktuace: 102

fonon: 64

forméalni feseni: 59, 60
forward time centered space: 131
fotodisintegrac¢ni nestabilita: 100
fotodisociace: 100
fotoevaporace: 100
fotoionizace: 100

Fourierova rada: 127
Fourierova transformace: 51
fragmentace: 99
fragmentacni faze: 121
FreeFem++: 136, 145
Fridmannovy rovnice: 4, 80
fronta: 25

FTCS: 131

FVM: 30

Galerkinova metoda: 135, 144
Gaussova véta: 113, 135
Gaussuv profil: 61, 62
geometrickd absorpce: 63

168

geometricky rozptyl: 64
geostrofické proudéni: 42
gloriola: 64

g-méd: 50

gradient: 151, 152, 157
gradientové proudéni: 43
Grashofovo ¢islo: 40
gravitacni ¢ocka: 102
gravitacni kolaps: 27, 98
gravitacni nestabilita: 27

gravitacni potencial: 20, 120

gravitacni vlna: 102
Greenovo lemma: 135, 145
GRNRHD: 103

Grotriantv diagram: 66, 66

halo: 95
harmonicky oscilator: 50
HDF5: 32

Heavisidova skokova funkce: 127

hexadekupdl: 119
HITRANS: 66

HMP: 95

Hooketuv zakon: 110, 143
Hubblav parametr: 83
hustota energie: 18, 103
hvézdné populace: 95
hybridni schéma: 132

hydrostaticka rovnovéaha: 40

idealni kapalina: 78
idedlni plyn: 18
implicitni schéma: 131
index lomu: 64
indexova notace: 143
indukéni rovnice: 18
inercidlni soustava: 39
infracerveny exces: 71
integralni popis: 73
intenzita: 55

inverzni Comptontv rozptyl: 102

inverzni profil P Cygni: 71
inverzni tenzor: 157
ionizace: 57

iont H™: 57

ISM: 71

Ttokawa: 140
izobary: 42

jadro cary: 61
Jansky: 70
Jarkovského jev: 138
Jeansova délka: 98
jednotky: 31

Jena: 66



Rejstrik

k-d strom: 116, 121

Kelvinova—Helmholtzova nestabilita: 22, 23,

32
Keplertuv—Olberstv paradox: 77
kernel: 112
kinematicka viskozita: 39
Kirchhoffav zdkon: 19

Kolmogorovovo spektrum turbulence: 51

komplexni rychlost: 47
konstituéni rovnice: 110
kontinuum: 61
kontravariantni slozka: 156
konvekce: 24, 48, 50
konvoluce: 63

kopernikovsky princip: 77
kofen: 118

korotacni orbita: 28
kosmologicka konstanta: 78, 88
kosmologické parametry: 85
kosmologicky princip: 77
kosmologie: 77

kovariantni derivace: 103, 158
kovariantni slozka: 157
kovektor: 157, 159

kridla cary: 61

kritickd hustota: 84, 88
kiivocaré souradnice: 153
kiivost: 79

Kroneckerovo delta: 158
kross-spektrum: 102

kulova hvézdokupa: 95
Kurucz: 66

kvadrupdl: 119

kvarkova latka: 104
kvintesence: 88

Lagrangeovy zavorky: 162
Lagrangetv popis: 4, 22, 109
A iterace: 67

Lamberttv rozptyl: 138
Laméova rovnice: 144
Laméovy konstanty: 143
laminarni proudéni: 39
Leiden: 66

limiter: 18

linearizace: 129, 136

linearni forma: 157

linearni polarizace: 101

list: 118

lokélni inercidlni soustava: 78
lokalni kartézské souradnice: 39

lokalni termodynamicka rovnovaha: 19, 59

Lorentzuv profil: 61, 63

LTE: 4, 59

luminozitni vzdalenost: 87
Lyman-a: 95
Lymanovo—Wernerovo zareni: 101
magneticka difuzivita: 18
magnetickd permeabilita: 18
magneto-rotacni nestabilita: 25, 26
magnetorotacni nestabilita: 104
metalicita: 95

metoda hlazena ¢asticova: 112
metoda koneénych diferenci: 130
metoda koneénych objemu: 30
metoda kone¢nych prvku: 135, 144
metoda Monte Carlo: 66

metoda variace konstant: 59

metricky tenzor: 78, 103, 156, 158, 159

metrika FLRW: 79

mez pevnosti: 111

mez pruznosti: 111
mezihvézdné extinkce: 71
mezihvézdné prostiedi: 71
Mieho rozptyl: 58

Mieho teorie: 64
migrace: 34

minihalo: 99

molekularni viskozita: 40
moment hybnosti: 95, 99
moment intenzity: 103
monochromaticka intenzita: 55
monopdl: 119

montaz: 148

MPI: 32

MRI: 25, 36, 104

MRN: 73

mrtva zona: 25

multipdl: 119
multipdlovy rozvoj: 119
napéti: 19, 47, 110, 111

Navierova—Stokesova rovnice: 17, 39, 109

nedivergentni proudéni: 39
neinercialni soustava: 39
nerovnovazné zareni: 71
nerozliSeny zdroj: 55
nestabilita dvou proudéni: 26
Neumannova podminka: 128
neutralino: 101

neutrinovd bomba: 104
nevratny déj: 28
newtonovska tekutina: 19
Ngova akcelerace: 69

NIST: 66

non-LTE: 60



Rejstrik

nosnik: 146

numericka viskozita: 26

objekt: 116

objemova viskozita: 18

ocean: 39

ochlazovani: 95

odstredivé zrychleni: 39

ohfivani: 95

okrajové podminky: 28, 98, 120, 128, 131,
143

oktupdl: 119

opacita: 58, 73

opacita atmosféry: 60

opacita plynu: 62

opacita prachu: 63

operator: 151

operator A: 67

optickd konstanta: 64

opticka tloustka: 58, 102

oteviraci thel: 118

oteviend hvézdokupa: 95

otevieny vesmir: 85

parametr a: 48

parametr 0: 132

parové nestabilni supernova: 104

P Cygni: 97

Planckova funkce: 18

Planckova intenzita: 59

Planckova opacita: 18, 73

planetarni embryo: 27

planetesimala: 27

plasticita: 110

plochy vesmir: 85

pocatecni podminky: 28, 98, 120

poddajné vztahy: 110

pohybova rovnice: 17, 50, 143

Poissonova rovnice: 18, 109

Poissontv pomér: 143

polarizace: 101

polarizace B: 102

polarizace E: 102

populace III: 95

porucha: 111

poruchova funkce: 161

poskozeni: 111

posunuti: 143

potencialova jama: 98

prach: 100

Prandtlovo cislo: 40

praskliny: 110

prazdny vesmir: 85

pre-galakticky objekt: 99

170

prenos neutriny: 103

pfenos zafeni: 55, 98
prerozdéleni energie: 71
problém malého pozorovatele: 68
problém velké matice: 68
produkce paria: 104

profil ¢ary: 62

profil P Cygni: 71, 97
prostorové spektrum: 85, 102
proud baryonické latky: 103
prvni hvézdy: 95

prvni moment intenzity: 67
pulzace: 104

Pythagorova véta: 78
radiacni sila: 138
Rayleighova absorpce: 4, 64
Rayleighova—Taylorova nestabilita: 23, 24
Rayleighovo ¢islo: 40
Rayleightiiv rozptyl: 4, 58, 64
razova vlna: 100, 104
reakumulaé¢ni faze: 121
Reduce: 80

reionizace: 96, 101
rekombinace: 57

rekurze: 117

Reynoldsovo ¢islo: 39

Ricciho skalar: 78

Ricciho tenzor: 78
Richardsonovo ¢islo: 40
Riemannuv resitel: 98
Riemanntv tenzor: 78
Rossbyho ¢islo: 39

Rossbyho disperzni relace: 45
Rossbyho vlna: 44, 45
Rosselandova opacita: 18, 73
rotace: 152, 153

rota¢ni prechod: 57, 99
rovina : 44

rovnice hydrostatické rovnovahy: 40, 143
rovnice kontinuity: 109
rovnice pfenosu zafeni: 18, 58, 65
rovnice statistické rovnovahy: 65
rovnice tepelné rovnovahy: 17
rovnice vedeni tepla: 127
rozliSeny zdroj: 55

rozptyl: 56, 60

rozptyl na elektronech: 56
rozptyl na molekulach: 58
rozptyleny tok: 140

RTE: 58

rudy posuv: 83, 95
Sachstuv—Wolfav jev: 87



Rejstrik

samoabsorpce: 60

SASI: 104, 105

SBI: 25, 36

semiempiricka konvekce: 48
SESAME: 109

sférické souradnice: 154

sila oscilatoru: 62

Silkovo tlumeni: 87

skalar: 151, 157

skalarni pole: 151

skalarni soucin: 151, 155

slaba formulace: 133, 144
smérovy kosinus: 103

smésovaci délka: 48

snizovani indexu: 158

Sobolevova metoda: 69

soubor fotonu: 66

souhybna vzdalenost: 98
souhybné soutradnice: 87
soufadnice: 157

spektrum: 70

SPH: 112, 112, 122

spirala: 46

srazka: 109

srazkové rozsifeni: 61

stacionarni vina: 45

stavova rovnice: 18, 40, 49, 83, 109
Stefantiv—Boltzmanniv zakon: 90
stinéni: 138

stinova fotografie: 50

stojata akrecni razova nestabilita: 104
Stokestiv zakon: 20

stfedni intenzita: 67

stFfedni molekulova hmotnost: 18
stfedni volna draha: 21

stupen ionizace: 102

sumacni pravidlo: 143
SunyaevﬁV7Zel’doviéf1V jev: 87, 102
supernova: 104, 106

supersonicka turbulence: 100, 100
synchrotronova emise: 56
systemicka rychlost: 71

Taylortv rozvoj: 44, 120

temnéa energie: 83, 88

temna hmota: 83, 88

tenzor: 155

tenzor energie a hybnosti: 78, 103, 156
tenzor malych deformaci: 144, 156
tenzor momentu setrvacnosti: 156
tenzor napéti: 47, 110, 143, 156
tepelna difuzivita: 40, 128
tepelna vodivost: 18

tepelny tok: 140

termalni rozsifeni: 61
termalni rychlost: 20, 21
termalni vitr: 46

testovaci funkce: 135, 144
TetGen: 138

Thomsontv rozptyl: 56, 101
Tillotsonova rovnice: 109
tlak: 103

tlakova nize: 42, 43

tlakova skala: 41, 48
tlakova vyse: 43

tok: 103

Toomreho kritérium: 27
tornado: 42, 42
transformace: 157
transverzalni vedeni tepla: 140
triangulace: 138

trida: 116

tromba: 42

tryskové proudéni: 45
turbulence: 100, 104
turbulentni proudéni: 39
turbulentni viskozita: 36, 40
UMP: 95

unikova metoda: 69
uzavieny vesmir: 85
vakuum: 120

vektor: 151, 157

vektorové pole: 151
vektorovy soucin: 151
Velky tresk: 85

Venuse: 42

vertikalni st¥ihova nestabilita: 23
vesmir vyplnény zarenim: 85
vibra¢ni prechod: 57, 99
viceprocesorové vypocty: 31
vir: 40, 51, 100

virtualni castice: 120

vitr: 39

vlastni vzdalenost: 98
vnitini energie: 18
vodivost: 18

Voigtuv profil: 61, 63

volny pad: 100

von Misesovo kritérium: 111
von Neumannovo kritérium: 131
VSI: 23, 36

vybérové pravidlo: 51
vydut: 95

vztlak: 48

vztlakova nestabilita: 24, 50

171



Rejstrik

vztlakova vlna: 50 zdrojova funkce: 58, 59
Wolfova—Rayetova hvézda: 96 zeslabeni: 71

yielding: 110 zorné pole: 55

YORP: 138 zvukova vlna: 99, 104
Younguv modul pruznosti: 110, 143 zvySovani indexu: 158

zakon ¢tvercu: 55

172



Literatura

Uc¢ebnice

[103] ARTMITAGE, P. J. Astrophysics of planet formation. New York: Cambridge Unviersity Press,
2010. ISBN 9780511691362

[104] CarrOL B. W., OsTLIE D. A. An introduction to modern astrophysics. San Francisco:
Pearson, Addison Wesley, 2007. ISBN 0321442849.

[105] Broz, M., Sorc, M. Fyzika slunecni soustavy. Praha: MatfyzPress, 2013. ISBN 978807378-
2368.

[106] HARMANEC, P., BROZ, M. Stavba a vyvoj hvézd. Praha: MatfyzPress, 2011. ISBN 97880-
73781651.

[107] SHORE, S. N. Astrophysical hydrodynamics. Weinheim: Wiley-Vch, 2007. ISBN 978352740-
6692.

Reference

Predchozi reference [1] az [102] byly uvedeny u jednotlivych kapitol.

173



	Obsah
	Slovo úvodem
	Oznaèení velièin
	1 Hydrodynamika protoplanetárního disku
	1.1 Magnetohydrodynamika s pøenosem záøení, Eulerùv popis
	1.2 Vliv èástic a dal¹ích fyzikálních jevù
	1.3 Vztah Eulerova a Lagrangeova formalismu
	1.4 Kelvinova--Helmholtzova nestabilita
	1.5 Rayleighova--Taylorova nestabilita
	1.6 Magneto--rotaèní nestabilita
	1.7 Nestabilita dvou proudìní
	1.8 Gravitaèní nestabilita
	1.9 Poèáteèní a okrajové podmínky
	1.10 Formalismus v programu Pluto
	1.11 Metoda koneèných objemù (FVM)
	1.12 Adaptivní zjemòování sítì a víceprocesorové výpoèty
	1.13 Migrace planet v plynném disku
	2 Atmosféry a oceány
	2.1 Hydrostatická rovnováha
	2.2 Cyklostrofické proudìní
	2.3 Geostrofické proudìní
	2.4 Rossbyho vlny
	2.5 Termální vítr ve vý¹ce
	2.6 Ekmanova spirála v hloubce
	2.7 Semiempirická konvekce
	2.8 Kolmogorovovo spektrum turbulence
	3 Pøenos záøení
	3.1 Elementární procesy
	3.2 Elementární pøenosy
	3.3 Opacita plynu
	3.4 Opacita prachu
	3.5 Rovnice pøenosu a statistické rovnováhy
	3.6 Metoda Monte Carlo
	3.7 Pøíklady interpretace spektra
	3.8 Mezihvìzdná extinkce
	3.9 Monochromatický a integrální popis
	4 Kosmologie homogenního izotropního vesmíru
	4.1 Kosmologický princip
	4.2 Einsteinovy rovnice poleedef write idxs {idxdef{Keplerùv--Olbersùv paradox}{77}{4.0}{0}}{write idxs {string idxdef {Einsteinovy rovnice pole}{	he pageno }{4.0}{0}}}write idxs {idxdef{Keplerùv--Olbersùv paradox}{77}{4.0}{0}}penalty @M 
	4.3 Metrika FLRW
	4.4 Fridmannovy rovniceedef write idxs {idxdef{expanzní parametr}{80}{4.0}{0}}{write idxs {string idxdef {Fridmannovy rovnice}{	he pageno }{4.0}{0}}}write idxs {idxdef{expanzní parametr}{80}{4.0}{0}}penalty @M 
	4.5 Kosmologické parametry
	4.6 Teplota záøení
	4.7 Co je zdrojem temné hmoty?
	4.8 Co je zdrojem temné energie?
	5 První hvìzdy
	5.1 Zpùsob pozorování
	5.2 Rovnice popisující vznik
	5.3 Reionizace vesmíru
	5.4 Rovnice pro supernovy
	5.5 Párovì nestabilní supernovy
	6 Hydrodynamika srá¾ek asteroidù
	6.1 Lagrangeùv popisedef write idxs {idxdef{srá¾ka}{109}{6.0}{0}}{write idxs {string idxdef {Lagrangeùv popis}{	he pageno }{6.0}{0}}}write idxs {idxdef{srá¾ka}{109}{6.0}{0}}penalty @M 
	6.2 Elasticita, plasticita a praskliny
	6.3 Metoda hlazená èásticová (SPH)
	6.4 Alternativní vyjádøení prostorových derivací
	6.5 Kernel èili hladící funkce
	6.6 Umìlá viskozita
	6.7 Metoda $k$-d stromu
	6.8 Multipólový rozvoj
	6.9 Poèáteèní a okrajové podmínky
	6.10 Fragmentaèní fáze
	6.11 Reakumulaèní fáze
	6.12 ©kálovací zákon pro terèe
	7 Rovnice vedení tepla
	7.1 Fourierovský rozvoj záøivého toku
	7.2 Analytické jednorozmìrné øe¹ení
	7.3 Metoda koneèných diferencí (FDM)
	7.4 Slabá formulace problému
	7.5 Metoda koneèných prvkù (FEM)
	7.6 Implementace v programu FreeFem++
	7.7 Nekonvexní stínìní, tepelný a rozptýlený tok
	8 Elasticita montá¾e
	8.1 Rovnice rovnováhy, Hookeùv zákon a Lamého rovnice
	8.2 Metoda koneèných prvkù (FEM)
	8.3 Implementace v programu FreeFem++
	8.4 Testovací pøíklad s jednoduchým nosníkem
	8.5 Výpoèet deformace montá¾e
	A Skaláry, vektory a operátory
	B Tenzorový poèet
	C Lagrangeovy planetární rovnice
	C.6 Lagrangeovy závorky
	C.7 Èasová invariance Lagrangeových závorek
	C.8 Transformace pøi otoèeních
	C.9 Vyèíslení v pericentru
	C.10 Lagrangeovy planetární rovnice
	Rejstøík
	Literatura

