3. kapitola o problému dvou téles

Newtonovy pohybové zakony:

1. existuji inercidlni! vztazné soustavy, v nichz se volné?> hmotné body pohybuji
rovnomeérné piimocare nebo jsou v klidu;

dp.

2. o ucinku sily: F = mgetrvacna @ = £;

3. akce a reakce: F/ = —F.
Gravitaéni zdkon (pro hmotné body):
M1M2 gravita¢éni 12
Fi=-G—————— 1
L st X1 1)
méfeni G = 6,6726(5) N - kg™ - m? (viz Broz & Roskovec 1988):

Adjustace fyzikalnich konstant neni u G pouzitelné, neexistuje totiz vztah G
a jinych konstant (patii tedy mezi malo presné konstanty).?

homogenni pole:* F = mg = GNf%:n
gravitaéni pole vné homogenni sféry: jako u hmotného bodu!®
OBR vektort r, r’, A, koule a prstynku

uvniti: M(r) = gnrdp, F = G

= %TE Gom -r = linearni rist

Tyto soustavy souvisi spolu Galileiho transformaci soutadnic r’ = r — vt, kde v oznac¢uje jejich
vzajemnou rychlost.

Nepiisobi na né jiné sily nez gravitace vzdalenych hmot.

Bouguer (1738) — tchylka svislice u hory Chimborasso v Peru 7"/ (odhad muory z V' a 0); Carlini
(1824) — zmeéna g pfi vystupu na horu (sestupu do dolu); Cavendish (1797) — laboratorni torzni
véhy (vychylky v bodech obratu); Jolly (1879) — dvouramenné vahy (téleso nad/pod hmotnou
kouli) ~ 0,15mg; Boys (1895) — torzni kmity (nutno méfit rozméry a momenty setrvacnosti
téles).

. R% .
Pad kulicky: s = 1m, t = 0,45s, g = f—g = 10m-s~2 a hmotnost Zemé& Mg = gG@ = 6-10%*kg.

Coz bychom ovéfili integraci koule ,,pfes prstynky“ souosés r: A =r—r’', A% =72 27/ cos p+
2 (kosinova véta). Jednodussi je pouzit skalarni potencidl U misto vektorové sily F = VU:

U:/ _%:_G ﬂ__g/ /
kouli r’"=0J =0

1
Trik: de vyjadiim z A = (r2 —2rr’ cos p+7'2)2 a zaménim integra¢ni meze (0, ) za (r—7r/,r+

r').

obvod

da 1 ! si
— = (% —2rr' cos o + 7"’2)7%(727"7"/)(7 sing) = rsme ,
de 2 A
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OBR sféry a plochy uvnitf, Sx R2, Fx R 2= F, = F
OBR |F|(r) uvnitf a vné

Keplerovy zakony:

1. elipsy, ohnisko ®;

2. stejné plochy opsané privodi¢em za stejnou dobu;
3

3. = konst. (ne zcela presné!).

T2
Jak se méni rychlost se vzdalenosti? v = 2% =21V konst.%

OBR srovnej s plochou rotac¢ni kiivkou galaxie,
pozn. o temné hmoté v galaktickém halu

Pozorovat mohu spise synodickou dobu obéhu, potfebuji prevod tsyn — tsidericka:

Wltsyn =2n + 2 w2tsyn =@, w1 = %7 w2 = thQ
1 1 1
- Ly 2

tsid1 tsyn tsid2

OBR kruznic a thlovych rychlosti

odkud dyp = dA a

AN
rr! sin ¢

R prdr’ / R pr+r’
A 2
U=-G o(r') 27mr’sin ——dAdr = e o(r’)r'dA dr’
0 Jrew A rr! sin T Jo S

celkova hmotnost

—_——~
R R
2nG G GM
=— / o(r")r'2r'dr’ = —— / anr'?o(r’) dr' = — ,
T
0 0

T T

tj. pfesné jako hmotny bod.



— Problém dvou téles (Murray & Dermott 1999):

inercialni soustava soufadnic, r = ry — r1, pouziti viech tif NZ:°

mims .
Fi=+G 3 r=mfy,

mims .
F2 = 7G ’[“3 r = Mmalsy,

tzn. celkem 12 nezndmych skalarnich fci éasu: r1(t), £1(t), ra(t), t2(t).
P1i feSeni téchto diferencidlnich rovnic pouziji tfi triky:

1. budu studovat relativni pohyb, nikoli pfimo ry, ro;

2. nejprve najdu tvar trajektorie (), nikoli r(t);

3. pouziji substituce za %

Yoy

— integraly pohybu (3 pro tézisté a 3 pro hybnosti):

snadno najdu prvnich 6 integrald (celkem jich je 10), které tlohu podstatné zjed-
nodusi (hypoteticky, kdybych nasel 12 prunich integrald, télesa by ,trcela“ na
misté nebo se pohybovala rovnomérné ptimocare):

soucet rovnic 0 a 0: m ¥, + mors = 0,

prvni neurcity integral: miry + mors = a,

druhy: miry + mare = at + b, kde a, b jsou konstantni vektory (ony integrély
pohybu; protoze b je az druhy integral, vyskytuji se zde konstantni rychlosti,
neboli linedrni zavislost soufadnic na case).

= téziste T = % je bud v klidu, nebo se rovnomérné piimocaie pohybuje
(a viibec nezalezi na tom, ze Fg %2; staci, ze sily jsou stejné veliké a opac¢ného

smeéru).

6 Poznamka o derivacich pro ty, ktefi o nich jesté neslySeli: sklon fce tga = % popisuje ,,jak
moc se fce méni¥; derivace funkce y(z) v bod& zg je definovana jako limita:
d Azx) —
r—dy _ oy, Yot Az) —y(wo)
dz  Az—o0 Ax

Y

Prikladem prvni derivace soufadnic podle ¢asu je okamzitéd rychlost (v = %, oznacuje se téz 1);

2
zrychleni je prvni derivace rychlosti nebo téz druhd derivace soufadnic (a = %’ =v= % =17).
Uvedme derivace nékterych elementarnich fci: ¢’ = 0, #’ = 1, az’ = a, (z") = na"™ 1,
(sinz)’ = cosz, (cosz)’ = —sinz. Derivace souétu (f+g)' = f'+g’, soudinu (f-g)' = f'g+ fg’,

slozené fce (f(g(x))) = f'(g(z))g’(z). Opaénym tkolem k derivovani je hledani primitivni
funkce (neboli integrovani).



OBR vektory ry, ro, r
— rovnice relativniho pohybu (a 3 integraly momentu hybnosti):

nyni vysetiime relativni pohyb mse vzhledem k m; — odecteme 0 od 0
(pfejdeme do neinercidlni souradnicové soustavy):

1
.. .. .. —
r:rg—rlz—G(m1+m2)T—3
.. r

dalsi integraly pohybu najdeme vektorovym néasobenim rce r:

0

. W~~~ ..
O:r><r—|——3r><r:r><r7
r

protoze vektorovy soucin rovnobéznych vektort je vzdy 0. Neurcity integral je
r X I = h = konst. (4)

0
. /= .. . .. 7
neb (r xr—h) =fxf+r xt—0=0; h je ,néco jako“ moment hybnosti’ na
jednotku hmotnosti p.
= pohyb probihd v roviné a plosna rychlost se zachovava = II. KZ
(opét nevyzaduje Fg }2, F¢ pouze musi sméfovat podél spojnice téles)
OBR r x v a plosné rychlost

— prechod do polarnich souradnic v roviné:

soufadnou soustavu orientuji tak, Ze rovina zy je kolma na h a dosadim® za
r =i, i = (F—r¢?) i+ [24(r%))] ¢ do vektorové rce (3) = skalarni rce
(pfislusna slozce 7):

.. . 1%
r—rtp2:—r—2, (5)

7 Rozhodné to nent celkovy moment hybnosti v inercidlni soustavé L = r1 X m1F1 + ro X mara;
v h jsou pfitom vektorové soudiny ,,pomichané“: h = (r;{ —r2) X (f2—F1) =r; Xro—ri Xri+...
Ovéfeni vztahu pro 2. derivaci v poldrnich soufadnicich: bazové vektory 7 = (cos,sin p),
@ = (—sinp,cosp); 7 = (—sinp,cosp)p = Qp, p = —Fp; r =i, ¥ = 77+ ri = 77 + rep,
= 7+ 70P+ 0P +10p+10(=19) = (F—1¢?)P + (20 +19)p = (F —rg?)i + [ £ (70)] .
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Rovnice %%(T%ﬁ) = 0 pro slozku ¢ je nastésti splnéna automaticky, protoze to je

vlastné vyjadfeni integralu h v polarnich soufadnicich:
h=rxt=rfx (F+rop) =r2ps (6)
a velikost tohoto vektoru je evidentné:
h = r*¢ = konst. (7)

Jak Fe$it rovnici (5) pro dvé nezndmé fce casu r(t), ¢(t)?!

eliminace ¢asu pomoci substituce u = % a integralu h:

Do rovnice (5) musim dosadit jednak za r = <, a jednak za druhou derivaci podle
¢asu 7. Nejprve spoctu prvni:

E@:T%:th
1d 1 du d d
__77“:_77“7@:;17“; (8)
u? dt u? de dt dy

zde jsem elegantné derivoval sloZenou fci u(p(t)) a vyuzil integral h (7). Druhé je

®u i

. . 2
T__h@w__hud¢2' (9)
Vyjde —h2u2327’§ — %hgu‘1 = —pu? a po kraceni:
d%u I
e 10

tj. obyc¢ejné linedrni diferencidlni rovnice (ODE) 2. fadu pro funkci u(yp). Jeji

obecné feseni ,uhddnu“:®

u = %[1+ecos(<p—w)], (11)

kde mam dvé integra¢ni konstanty: e, @' (plus onen predchozi integral h a hmot-

nost p, které oznac¢im dohromady jako jeden parametr p:

h2
p=—". (12)
1
2
Mohu se presvéd¢it jeho derivovanim g—; = fh—“zesin(tp - w), 3177; = fh—“zecos(tp — w), Ze

rovnici (10) opravdu spliiuje a bez dikazu ,véfim*, Ze neexistuje n&jaké jiné feSeni.
w je zvlastni tvar feckého pismene T, nikoli w; v TEXu se piSe \varpi.
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FeSeni problému 2 téles — rovnice kuzelosecky:

zpétnd substituce dava fci r(p):

p
- 13
g 1+ecos(p —w)’ (13)

coz je obecnd rce kuzelosecky s ohniskem v pocéatku (télese 1; 2. ohnisko je prazdné)

= 1. KZ

e ...excentricita, w ...délka pericentra, p ...parametr.

Miuzeme rozlisit 4 pripady:
kruznice e=0 p=a
elipsa 0<e<l p=al
parabola e=1 p=2q
hyperbola e > 1 p=a(

kde a oznacuje velkou poloosu a q vzdalenost pericentra.
OBR fiznutého kuzele a elipsy

Polarni soufadnice ¢ je zvana pravd délka (méfend od osy z), Casto uzivame
pravou anomdlii f:
f=p-w, (14)

meéfenou od pericentra. Potom pro elipsu je

1— 2
_ a(l—e?) (15)
1+ecosf
a kdybychom méli osu x orientovanou pfimo do pericentra, bylo by:
r=rcosf, y=rsinf.

UZiteéna je znalost vztaht pro vzdalenosti pericentra ¢ a apocentra ¢ od ohniska:

g=a(l—e),
Q=a(l+e),

a také integralu h vyjadfeného v orbitélnich elementech:

h= i = Va(l - s (16)

oboji plyne z geometrie elipsy.



— Jaky je vztah mezi periodou obéhu a rozmérem drahy?
plocha A elipsy opsané za celou orbitdlni periodu
1 T T
A =nab=rna’\V1—e2 = §r2<,bT: h§ = a(l—ez)ug,
odtud
a®  G(my+mg)
T2 472
= 3. KZ
Kepler ho neznal pfesné (zanedbal mg < mq)
dalsi uzite¢né tvary 3. KZ:
n?a® =y, (18)
kde n = 2—:,1‘ je stredni pohyb; nebo
[a)iy
=M =1 19
T = M, =1, (19)

yr

kterazto jednicka plati v nasi slunecni soustave.

— méFeni hmotnosti planet(k)y se satelitem:
3

S|

_ G(me+mplanety)

- 4n2

G (Mplanety +Msatelitu)
4n?

(ve slune¢ni soustave)

/

e N
> N

7z (systém se satelitem)

~

O

a mp + Mg mp

zanedbani planety vaci Slunci a satelitu vaci planeté

pro nékteré velké planetky je mozné mérit m primo z perturbaci, které ptisobi na
planety (Standish & Hellings 1989)

Ida a Dactyl z Galilea (Belton aj. 1995): o = (2,6 +0,5) kg - m~3

pozn. o nejednoznacné urcené trajektorii Dactylu
a pravdépodobné vysokych porozitach asteroidi



— Jaka je rychlost v draze? (1 integril energie)

Jesté existuje desaty integral pohybu, ktery ndm umozni snadno urcovat velikost

rychlosti v dréze (zatim znam jen r(y) a II. KZ). Rci relativniho pohybu (3)

¥ + 1% = 0 nasobim skaldrné rychlosti £:'!

r-r+upu— =0,
r
prvni neurcity integral je:'?
Ly
v —==0C, 21

kde C je integracni konstanta; tj. integral ,,zivé sily“ (ZZE na jednotku hmotnosti).
Kolik je pfesné C'? Do vyrazu pro v? v polarnich soufadnicich dosadime z polarni
rce elipsy a pouzijeme je$té integral momentu hybnosti h a III. KZ (vlastné to
odvodime znovu jinak):

V=1t =7+ 0707 =72 4 (rf)?, (22)

protoze ¢ = f + w, w = konst. a ¢ = f. Jenze tam se kromé r vyskytuje jesté r

a f. Proto ze znamé rovnice elipsy (15) r = Haélci;:;)(t) vypod&itdme derivaci 7:
. a(l —e?) o
e e s —_— S
r (1 +€COSf)2 6( lnf)f7

pfi¢emz f vyjadiime z integralu h (16):

a vyjde:
. na .
F=———esinf,

V1 —e?

rf = \/%(l—l—ecosf).

11 s e S s sy i T _ TR TPRTQR
Protozer =rf, t =it +ropat-¢=0je 5 -r="3-+—3- =5
2

12 protoze v2 =+ F a (- t) = 2F - F.



Vse dosadime do (21) a upravime:

2 2.2

:(a(l—ez)il)l
~ =
V=1 (e*sin® f +1+ 2ecos f + e cos? f) = ln a2 (e +1+2ecos f) =
—e —e

- (B (1) (-

Vidime, Ze integracni konstanta v (21) je C' = —4- a nezavisi na e; pro parabo-

lickou drahu C' = 0, pro hyperbolickou C' = +3~.

2
9 N°a

Maximalni rychlost je v pericentru, kde r = ¢ = a(1 — e):

2 1 pw2—(1—e) 1+e
2_ (= Ly _pz-U—e) 5 alTC
UP_M(a(l—e) a) a l-—e T e
1+e
= 23
Up = nay/ T, (23)
minimélni v apocentru, pfi r = Q = a(1 + )
1—e
Va =may[ (24)

Jaky je vztah mezi f a t?
Doposud jsme méli totiz pouze zdvislost r(y), nikoli r(t). Zjistime to oklikou:
1. najdeme vztah mezi pravou anomalii f a excentrickou anomalii F;
OBR opsané kruznice, F, f
2. mezi F a stredni anomalii M = n(t — 7);

M nemda jednoduchou geometrickou reprezentaci!
T oznacuje okamzik priichodu pericentrem

Ad 1) Z geometrie elipsy hned vidime, Ze kartézské souradnice:

r=acosE —ae=rcosf,
y=ay1l—e2sinE =rsin [,

pak

r=+va?+y?= \/a2 cos? E — 2a2ecos F + a2e2 + a2(1 — e2)sin® E

= a\/l —2ecos E + e2(1 —sin® E) = a(1 — ecos E)

-9 -



13

cos E—e = 13

protoze cos f = £ = {75

1
Jret E
2

T . (25)

f
tg L =
&2
Ad 2) Napiseme ¢asové derivace soufadnic (x,y):

i = —asin EE
y=ay1—e2cos EE

a vyuzijeme ,asi posté* integralu h (7):

h=na? V1= e = v x £ = |(2,,0)  (&,§,0)| = (0,0, 53 — )|
=a%\/1—e?sin® EE + a(cos E — €)a\/1 — €2 cos EE
odkud dostaneme diferencidlni rovnici pro funkei E(¢):

n

E=—" 26
1—ecosE’ (26)

neboli
dE (1 —ecosE) =ndt,

jejiz neurcity integral je:
E—esinE=nt+C.

Hrani¢ni podminka: pro E=0jet=7 = C = —nr.
M=FE —esinFE (27)

Keplerova rce «— transcendentni :( nezname algebraické vyjddieni E(M)
Jak resit Keplerovu rovnici?

1. itera¢ni metodou:

Ei+1 =M + esin Ei7 EO =M (28)

E, =M +esinM, Ey =M +esinFEy, ..., dokud |E;y1 — F;| > € malé.

2%2 1—(:2os,f7CO
f= (1—e)(14-cos E)

l—ecos E

Vyuzijeme vztahii pro poloviéni tithel: sin s2 % = 71"'6205 £ avypoétusil—cos f =
l1—ecos E—cos E+e __ (14e)(l1—cos E)
l—ecos E - l—ecos E s 1+ cos

— 10 —



lepsi pocéteéni odhad Ey = M + sgn(sin M) ke, kde k € (0,1], napf. k = 0,85.

. Newton—-Raphsonovou metodou (obecnd pro hledani kofent fce f(z) = 0):

f(E)=FE —esinE— M,
hledame tedy f(E) = 0 postupnymi iteracemi
f(B)
f(E:)’

Eiy1.=FE; -
kde

f'(E)=1+ecosE
je derivace f(F) podle E.
OBR Newton-Raphsonovy metody
. analyticky, Fourierovym rozvojem:

Vychézi z 1. itera¢ni metody a pouzije sou¢tovy vzorec sin(a+/3) = sin « cos G+
cos asin 8 a Taylorovy rozvoje goniometrickych funkei sinz = = — %x3 +o(2?),
cosz =1— a2 +o(z?).

Ei =M +esin M
Ey =M + esin(M + esin M)
=1 =esin M

—_—— —_—

~ M + esin M cos(esin M) +e cos M sin(e sin M)
1
:M+esinM+§e2sin2M
1
Es =M +esin(M + esin M + §ezsin2M)

L3\ . L. 3 3.

~ M + e—ge s1nM—|—§e s1n2M—|—§e sin 3M

= Fourierova rada

kde koeficienty

jsou Besselovymi funkcemi 1. druhu
1 o0
Js(se) = f/ cos(sE — sesin E)dE .
TJo

Pozor! Rada konverguje pouze do uréitého maximalniho e = 0,66.
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