
Transformace souřadnic 0.1

0.1 Transformace souřadnic

Naším cílem je nahlédnout, jak se transformují souřadnice, což provedeme na prak-
tických příkladech: (i) sestrojení otočné mapky oblohy (neboli planisféry), ukazující,
jaká část oblohy je v určitý okamžik nad obzorem; (ii) výpočtu ekliptikálních sou-
řadnic pro jednu hvězdu z katalogu.
Jak budeme postupovat? Nejprve zvolíme nějaké jednoduché zobrazení oblohy

a pak zkusíme vypočítat, jak v tomto zobrazení vypadá obzor, respektive obzorní-
ková kružnice. Ve hvězdných katalozích se uvádějí souřadnice rektascenze α a dekli-
nace δ. Asi nejjednodušší zobrazení, jaké můžeme vymyslet, jsou polární souřadnice

(r, φ) = (90◦− δ, α) . (1)

Výhodou je, že budeme moci velmi snadno simulovat zdánlivé otáčení oblohy okolo
pólu — prostě budeme s mapou točit kolem počátku.1

0.1.1 Transformace pomocí sférických trojúhelníků

Jak tedy vypadá obzor, neboli funkce δ(α) pro h = 0◦? Půjdeme na to dosti obecně
a využijeme sférických trojúhelníků (obr. 1). To jsou zakřivené trojúhelníky na kouli,
jejichž strany tvoří části hlavních kružnic, tj. těch majících střed ve středu koule
a poloměr stejný jako koule. Platí pro ně totiž krásné věty sinová, kosinová a sinus–
kosinová:

sinα
sin a

=
sinβ
sin b

=
sin γ
sin c

, (2)

cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γ , (3)

sin c cosβ = sin a cos b− cos a sin b cos γ . (4)

Všimněme si, že strany a, b, c sférických trojúhelníků jsou zde vyjádřeny jako
úhly a normálně z nich počítáme siny a kosiny. Tyto připsané úhly bychom snadno
viděli, spojili-li bychom vrcholy sférického trojúhelníka se středem koule. Součet
vnitřních úhlů α+ β + γ trojúhelníka zřejmě není 180◦, ale více.
Pozor! Spousta kružnic na kouli není hlavních, ale „ošklivýchÿ! (Například kruž-

nice konstantní výšky pro h 6= 0◦ nebo nějaké malé kružničky jsou všechny ošklivé.)
V nesférických trojúhelnících žádné krásné věty neplatí.
Nakresleme si do jednoho „polokulovéhoÿ obrázku hvězdu H, soustavy rovníko-

vou I. druhu a obzorníkovou a hledejme nějaký sférický trojúhelník (viz obr. 2).
Schovává se „nahořeÿ. (Obvyklou chybou je hledání podivných nesférických troj-
úhelníků „doleÿ pod hvězdou.) Má vrcholy H, Z (zenit), P (pól), strany 90◦− φ,

1 Toto zobrazení má i jisté nevýhody, tvar souhvězdí daleko od pólu je dosti zkreslen proti
našemu vnímání na skutečné obloze. Při cestě do jižních zeměpisných šířek je vhodnější používat
projekci oblohy od jižního pólu: (r, φ) = (−90◦− δ, α).
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Obrázek 1: Obecný sférický trojúhelník.
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Obrázek 2: Nautický sférický trojúhelník.

90◦− δ, 90◦− h = z a dva známé úhly t, 180◦ −A, kde φ označuje zeměpisnou šíř-
ku pozorovatele, δ deklinaci, z zenitovou vzdálenost, t hodinový úhel a A azimut.
Okamžitě píšeme kosinovou větu2:

cos z = sinφ sin δ + cosφ cos δ cos t (7)

a vidíme, že při zenitové vzdálenosti z = 90◦ platí:

δ = − arctg cos t
tg φ

. (8)

Funkce je znázorněná na obr. 3.

2 A mohli bychom napsat i ostatní dvě věty pro nautický trojúhelník:

sin z sinA = cos δ sin t , (5)

sin z cosA = − cosφ sin δ + sinφ cos δ cos t . (6)
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Obrázek 3: Horizonty v polární projekci pro hodnoty zeměpisné šířky od 0 do 90◦.

Kdyby bylo třeba, můžeme kromě horizontu vynést celou síť křivek konstantní zenitové vzdá-
lenosti pro libovolné hodnoty z. Nejprve v rovnici (7) použijeme substituci:

x = tg
δ

2
⇒ sin δ =

2x

1 + x2
, cos δ =

1− x2

1 + x2
, (9)

která vede na kvadratickou rovnici pro x:

x2

a︷ ︸︸ ︷
(cos z + cosφ cos t)+x

b︷ ︸︸ ︷
(−2 sinφ)+

c︷ ︸︸ ︷
(cos z − cosφ cos t) = 0 . (10)

Standardní řešení použitím diskriminantu dává:

D = b2 − 4ac , pro D ≥ 0 ∧ a 6= 0 je x1,2 =
−b±

√
D

2a
, (11)
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pro naše účely platí x2 se znaménkem mínus a výsledná funkce δ(t) = 2 arctg x2.
Pro křivky konstantního azimutu využijeme podílu rovnic (5) a (6) (pro A 6= ±90◦):

tgA =
cos δ sin t

− cosφ sin δ + sinφ cos δ cos t
,

kterýžto po substituci (9) vede na kvadratickou rovnici:

x2(− sin t+ sinφ cos t tgA) + x (2 cosφ tgA) + (sin t− sinφ cos t tgA) = 0 . (12)

Řešíme ji obdobně dle (11) a výsledné δ(t) = 2 arctg x1.

Drobná nepříjemnost: v rovnici (1) polární projekce máme α a ne t. Ale to nevadí,
protože α = t, pokud je hvězdný čas ST = 0, což nastává třeba okolo 22. září v 0 h
UT.
Za jeden hvězdný den (24 h ST

.
= 23h 56min 4 s UT) se obloha otočí o 360◦. Za

jeden sluneční den (24 h UT
.
= 24h 3min 57 s ST) je to trochu víc: 360, 99◦. Proto

si na obvodu horizontu, od t = 0, vyznačíme stupnici 0 až 24 h UT a na obvodu
mapky oblohy kreslíme kalendář, počínaje 22. zářím na α = 0. Každý den v roce
totiž reprezentuje onen asi 4 minutový (1◦) „přídavekÿ. Samozřejmě, za jeden celý
rok jsme tam, kde jsme byli: 365,25 · 3min 57 s ST = 24 h ST.
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Obrázek 4: Polární projekce oblohy od severního pólu pro otočnou mapku.
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Obrázek 5: Obraz obzoru pro otočnou mapku, počítaný pro Hradec Králové (φ = 50◦ 10′). Tenkými
linkami jsou značené i obzory pro nejsevernější a nejjižnější bod České republiky.
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S nepatrnou námahou doplníme mapku oblohy o ekliptiku — protože rovník
a ekliptika svírají úhel ε (což je obdoba úhlu 90◦− φ), platí zřejmě:

δ = − arctg(cosα tg ε) . (13)

Nakonec oba díly (obr. 4, 5) šikovně přeložíme přes sebe tak, abychom viděli obě
stupnice zároveň a mohli s nimi volně otáčet okolo středu. Budete-li otáčivou mapku
doopravdy skládat, doporučujeme ji zkopírovat, zvětšit, mapu podlepit čtvrtkou,
horizont zkopírovat na fólii, vystřihnout a spojit ve středu patentkou.
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0.1.2 Transformace pomocí matic rotace
Existuje ještě jeden hezký formalismus pro transformace. Vzpomeňme si, jak jsme
otáčeli souřadnicové soustavy v rovině (rovnice ??–??). Stačí totiž přidat třetí rov-
nici z′ = z a máme vyjádřeno otočení okolo osy z ve třech rozměrech. Rovnice
zapíšeme elegantně maticově [211]:x′

y′

z′

 =
 cosα sinα 0
− sinα cosα 0
0 0 1

×
x
y
z

 . (14)

Matici 3 × 3 označíme prostě Rz(α), budeme jí říkat „matice rotace okolo osy z
o úhel αÿ a zápis se nám krátí na

r′ = Rz(α) r . (15)

Obdobně si zavedeme matice:

Rx(α) =

 1 0 0
0 cosα sinα
0 − sinα cosα

 , (16)

Ry(α) =

 cosα 0 − sinα
0 1 0
sinα 0 cosα

 , (17)

abychom mohli otáčet okolo ostatních os. Otočení okolo libovolné obecně oriento-
vané osy pak lze vyjádřit jako trojici otočení okolo tří hlavních os x, y, z o tři Eu-
lerovy úhly α, β, γ, neboli postupným násobením vektoru (x, y, z) maticemi Rx(α),
pak Ry(β) a nakonec Rz(γ).3 Užitečná mnemotechnická pomůcka pro ty, kdož si
nepamatují znaménka u Rz: představte si mínus jako „raketový motorekÿ, který
otáčí s maticí.
Příkladem může být zjištění ekliptikálních souřadnic z rovníkových souřadnic

II. druhu. Obě soustavy mají společný základní směr �, tudíž stačí jedno otočení
okolo osy x o úhel ε

.
= 23◦ 26′:4

rekliptikální = Rx(ε) rrovníkové =

 1 0 0
0 cos ε sin ε
0 − sin ε cos ε

×
 r cosα cos δ
r sinα cos δ
r sin δ

 . (18)

3 Matici celkového otočení můžeme spočítat předem jako Rx(α)×Ry(β)×Rz(γ). Zajímavé je,
že když otáčíme v opačném pořadí, tzn. násobíme maticí Rz(γ) × Ry(β) × Rx(α), úhly α, β, γ
vlastně příslušejí otočením okolo postupně „novýchÿ os x, y′, z′′, kdežto předtím otočení probíhala
okolo „starýchÿ x, y, z.
4 Kvůli precesi musíme místo konstantního ε dosazovat časově závislou hodnotu ε(Tu) = 23◦ 26′

21,448′′ − 46,8150′′ Tu − 0,00059′′ T 2u +0,001813′′ T 3u , kde Tu je počet juliánských století od stan-
dardní epochy J2000,0.
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Pro Aldebaran, jehož α = 4h 36min, δ = 16◦ 31′, vychází (vzdálenost nás nezajímá,
tudíž jsme položili r = 1):

re
.
=

 1 0 0
0 0,918 0,398
0 −0,398 0,918

×
 0,3440,895
0,284

 .
=

 0,344
0,934
−0,095

 . (19)

Hned vidíme, že je těsně pod ekliptikou, neboť β = arcsin z
r

.
= −5,5◦.
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[42] Čapek, D., Vokrouhlický, D.: The YORP effect with finite thermal conductivity. Icarus,
172, s. 526–536, 2004.
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